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Resumo

Este artigo tem como objetivo principal apresentar uma analise das praticas efetivas dos estudantes de cursos de
Engenharias sobre a leitura e interpretacao de geradores de tarefas elaborados no cenario do ensino das Integrais
Multiplas, e as suas realizagoes pelos estudantes. Os geradores de tarefas tendem a eliminar efeitos topazios
especificos que sobrevivem no referido cenario, e valorizam a mobilizagao de diferentes registros de representagao
semiotica narealizacdo das tarefas gerenciadas. Nesta mobilizacao, a Geometria Analitica se apresenta como uma
aliada natural e importante na aprendizagem das Integrais Mdltiplas. Para almejar o referido objetivo, mergulhamos
a pesquisa na teoria dos Registros de Representacao Semidtica e Antropoldgica do Didatico. Seguimos a analise
institucional & sequéncia didatica como metodologia de pesquisa. Os resultados obtidos mostram que os
estudantes apresentam diversas dificuldades que se manifestam, ndo apenas na leitura e interpretacdo das tarefas
gerenciadas, mas principalmente na coordenagdo das representacdes de objetos de saberes preliminares em
diferentes registros, em especial os registros da Lingua materna, algébrico, grafico e numérico, necessarios no
estabelecimento e cdlculo de uma Integral Mdltipla. Recomenda-se, portanto, dar-se mais atengao institucional
para a aprendizagem destes estudantes.

Palavras-chave: Aprendizagem em CDI lll. Praticas efetivas de estudantes. Gerador de tarefas. Curvas e
Superficies. Sélidos.

Abstract
The main objective of this article is to present an analysis of the effective practices of students in Engineering courses
about the reading and the interpreting task generators created in the context of teaching Multiple Integrals, and their
achievements by students. Task generators tend to eliminate specific topaz effects that survive in that scenario, and
value the mobilization of different registers of semiotic representation in solving managed tasks. In this mobilization,
Analytical Geometry presents itself as a natural and important ally in learning Multiple Integrals. To achieve this
objective, we immersed the research in the theory of Records of Semiotic and Anthropological Representation of
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A geometria analitica como aliada importante na aprendizagem em calculo diferencial e integral: o caso de integrais
mudltiplas nos cursos de engenharias.

Didactics. We follow institutional analysis & didactic sequence as a research methodology.The results obtained
show that students present several difficulties, not only in reading and interpreting the tasks managed, but mainly in
coordinating the representations of objects of preliminary knowledge in different registers, especially the registers
of mother tongue, algebraic, graphic and numeric, necessary in the establishment and calculation of a Multiple
Integral. Therefore, it “s recommended that more institutional attention be given to the learning of these students.
Keywords: Learning in CDI lll. Effective practices of student. Task generator. Curves and Surfaces. Solids.

Resumen

Elobjetivo principal de este articulo es presentar un analisis de las practicas efectivas de los estudiantes de carreras
de Ingenieria en lectura e interpretacion de tareas generadoras creadas en el contexto de la ensefianza de Integrales
Multiples, y sus logros por parte de los estudiantes. Los generadores de tareas tienden a eliminar efectos topazios
especificos que sobreviven en ese escenario y valoran la movilizacion de diferentes registros de representacion
semidtica pararesolvertareas gestionadas. En esta movilizacidn, la Geometria Analitica se presenta como un aliado
natural eimportante en el aprendizaje de Integrales Multiples. Para lograr este objetivo, sumergimos la investigacion
en la teoria de los Registros de Representacion Semidtica y Antropoldgica de la Didactica. Seguimos el analisis
institucional y la secuencia didactica como metodologia de investigacion. Los resultados obtenidos muestran que
los estudiantes presentan varias dificultades que se manifiestan, no sélo en la lectura e interpretacion de las tareas
manejadas, sino principalmente en la coordinacién de las representaciones de objetos de conocimiento preliminar
en diferentes registros, especialmente los registros de lengua materna, algebraico, grafico y numérico, necesario
en el establecimiento y calculo de una Integral Mdltiple. Por lo que se recomienda que se preste mas atencién
institucional al aprendizaje de estos estudiantes.

Palabras clave: Aprendizaje en CDI llI. Practicas estudiantiles efectivas. Generador de tareas. Curvas y Superficies.
Solidos.

Introducao

A aprendizagem efetiva das Integrais Mdltiplas (IM) em Calculo Diferencial e Integral
(CDI), envolve diferentes saberes e habilidades de grande importancia para o aprofundamento
do raciocinio matematico, desenvolvimento cientifico, interpretacao, assim como resolucao de
situacdes problemas inerentes. Portanto, essa aprendizagem nao deve ser resumida em
calcular uma integral previamente estabelecida pelo Professor* ou pelo autor de um livro
didatico, pois este estabelecimento consiste em uma representacao que retine um conjunto de
saberes preliminares necessarios na compreensao das IM, e deve ser proposta como tarefa do
estudante, do contrario, estaremos alimentando o efeito topazio no processo ensino-
aprendizagem das IM. De fato, durante o desenvolvimento da pratica pedagégica matematica,
podemos observar certas situacfes em que o estudante se sente bloqueado diante da
dificuldade momentanea de realizar uma tarefa. Com essa dificuldade do estudante, o Professor
pode se ver na situacao didatica de acelerar a aprendizagem, antecipando o resultado que
deveria ser alcancado com os préprios esforcos do estudante. Brousseau (1998, p. 52)

denomina essa situacao didatica de efeito topazio. Esse efeito é presente nas OrganizacOes

40 autor defende que o termo Professor serd e deveria sempre ser escrito com a letra P maitiscula, pois este € um
profissional que merece e deve ser respeitado como os outros. O simples gesto de aplicar a letra maiuscula
engrandece também a sua personalidade (Henriques, 2019, p. 13)
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Matematicas Dominantes (OMD) nas Instituic6es de Ensino Superior (IES).

Na tarefa calcular a integral dupla dada por flz flz(x + y)dydx, por exemplo, é
eliminada da prética efetiva do estudante a subtarefa de estabelecer essa integral.
Com efeito, uma interpretagao geométrica da tarefa permite mobilizar competéncias
de calculo de volume do s6lido compreendido entre o plano de equagao dada por z =
x + y (correspondente afungao aintegral f (x, y) = x + y) e asub-regiao (dominio de
integracdo) do plano_xy, dada analiticamente por R = {(x,y)eR%1<x < 2,1 <
y < 2}. Com a eliminacgéo dessas tarefas, sobra para o estudante apenas a tarefa de
realizar os calculos (Henriques; Nagamine; Nagamine; 2012, p. 1276)

Como veremos mais adiante, os geradores de tarefas tendem a eliminar esse efeito topazio,

valorizando a mobilizacao de diferentes registros de representacao semiotica na realizacao das tarefas

gerenciadas, onde os saberes preliminares exercem um papel preponderante.

Nesse sentido vale ressaltar que nas OMD supracitadas, o ensino das IM de fungdes de mais

de umavariavel garante uma estreita relacao com os saberes ensinados anteriormente. Pois é notavel,

nas OMD com referéncias em Livros Didaticos (LD), que o ensinodas IM é introduzido por analogiacom

as Integrais Simples (IS) de fungdes de uma variavel real. Dependendo da organizacao do autor do LD,

essa analogia pode ser mencionada por simples lembrete, sem explicitar etapas especificas, dando,

contudo, referéncia ao capitulo correspondente as IS, como ocorre na obra de Thomas (2009), volume

Il, ou mobilizando-se explicitamente quatro passos essenciais, como lemos, por exemplo, em

Swokowski (1994, p. 460), quando o autor escreve:

Lembramos que f:f(x)dx pode ser definida aplicando-se os quatro passos
seguintes. Passo1 Particionar [a, b] escolhendoa = xy < x4 < -+ < x,, = b.Passo 2
Para cada k, escolher um numero wy no subintervalo [xks, xi]. Passo 3 Formar a soma
de Riemann Y f (x,)Ax;, com Axj = x; — x,_,. Passo 4 Se ||P|| é a norma da
particdo (o maior Ax,), entdo

[(reoe = reoax,
a k

Além das descri¢oes correspondentes, as referidas etapas sdo acompanhadas de duas

ilustrac6es que entendemos como mecanismos de ativacdo de representacées de objetos

inerentes no registro grafico, mobilizando-se assim objetos geométricos especificos, conforme

mostrado na Figura 1.

Figura 1: Ilustracao de passos considerados no processo da definicao da integral definida em [a, b]
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Fonte: Swokowski (1994, p. 460)

Esses quatro passos sao utilizados, ndo apenas no Swokowski, como também em outras
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obras, como referéncia para conduzir o estudante a compreensao da definicdo de Integrais
Duplas, e posteriormente a definicao de Integrais Triplas, assim como em todo ensino que
envolve integrais definidas, a exemplo das Integrais de Linhas ou Curvilineas, e Integrais de
Superficies.

Trés registros de representagao sdo vivas nesta apresentacao, notadamente o registro
da lingua materna (por discurso racional mediante a explicacao ou descricao de cada passo), 0
registro algébrico (pela explicitacdo de cada expressao ou equacao colocada em jogo) e 0
registro grafico (pelas ilustracdes de objetos matematicos mediante a mobilizacdo de
propriedades geomeétricas).

Essa conjuntura mostra, imediatamente, que o ensino de integrais ndo sobrevive sem a
mobilizacao de diferentes registros de representacao semidtica. Além disso, é notavel que as IM,
como quaisquer objetos de saberes matematicos, gozam de Organizacdes Praxeoldgicas
Dominantes nas instituicdes nas quais sdo ensinadas. Neste contexto, encontramos uma
fundamentacao na Teoria Antropologica do Didatico (TAD), em especial na sua vertente
praxeologica.

Assim, este artigo é fundamentado nas duas teorias que acabamos de mencionar,
notadamente, a Teoria dos Registros de Representacdao Semidtica (TRRS) de Duval (1993,
1995,...) e a TAD de Chevallard (1992, 2009, ...). Essas teorias serdo apresentadas,
sucintamente, mais adiante, para auxiliarem na andlise de dois elementos institucionais visados
na nossa pesquisa fonte deste artigo, notadamente o Livro Didatico (LD) e o estudante na
tentativa de responder o seguinte questionamento: Quais sdo as prdticas efetivas dos
estudantes de cursos de Engenharias nas IES diante da leitura e interpretacdo de geradores de
tarefas elaborados no cenario do ensino das Integrais Miltiplas?

Este questionamento motiva, naturalmente, almejar o seguinte objetivo: Analisar as
praticas efetivas dos estudantes de cursos de Engenharias diante da leitura e interpretacao de
geradores de tarefas elaborados no cenario do ensino das Integrais Mdltiplas. Com efeito,
organizamos este artigo em quatro partes.

A primeira consiste, exatamente, nesta introducdo. A segunda parte se dedica a
apresentacao do Quadro teorico constituido pelas duas teorias a que nos referimos. A terceira
parte é destinada a apresentacao da Metodologia, e a andlise das praticas efetivas de estudantes

de cursos de Engenharias de uma Instituicao publica do ensino superior. Apresentam-se na
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quarta, que é a ultima parte deste artigo, as nossas reflexdes e consideracoes finais.

Obedecendo esta organizagao, apresentamos, a seguir, a sua segunda parte que consiste no:

Quadro tedrico

Na literatura existe uma multiplicidade de teorias que, evidentemente, sado impossiveis
de serem utilizadas em uma Unica pesquisa. Dai a necessidade de constituir um Quadro tedrico
de base ligado a problematica da pesquisa em tese. Neste contexto, Henriques (2019) traz uma

reflexao interessante, quando apresenta a seguinte defini¢ao:

Um quadro tedrico é o referencial tedrico de base de uma pesquisa, escolhido pelo
pesquisador em funcao da sua problematica, constituido, pelo menos, por uma teoria
capaz de fornecer ferramentas de analise aos estudos que pretende desenvolver
(Henriques, 2019, p. 37).

Com base nesta definicdo escolhemos o referencial tedrico de base deste artigo constituido
pela TAD e a TRRS, com foco nas Integrais Multiplas como objetos do saber matematico, e nas suas

relacdes institucionais, o qual sintetizamos nesta parte seguindo essa ordem.

A Teoria Antropolégica do Didatico (TAD)

Desenvolvida por Chevallard (1992, 2009, ...), essa teoria inscreve-se no prolongamento
da teoria da transposicdo didatica também proposta pelo mesmo autor. Trata-se de um
referencial que tem se mostrado fundamental nas instituicdes educativas, ocupando espaco
significativo nos Quadros tedricos de varias pesquisas em Didatica da Matematica e Educacao
em geral, nos varios paises do mundo inteiro, em particular no Brasil. Desde a sua criacao,
diversas vertentes, conceitos e percursos metodoldgicos ja se agregaram a esta teoria,
impossiveis de serem abordadas em um unico artigo, como este. A citar, a ecologia de saberes,
a abordagem praxeoldgica, a Engenharia do Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP), Analise
Institucional & Sequéncia Didatica (AI&SD), o Modelo Praxeoldgico de Gestao de Tarefas (MPGT),
0 Modelo T4TEL, a nogao de variaveis no modelo praxeoldgico, o paradigma do questionamento
do mundo e arazao de ser de objetos do saber, relacGes pessoais e institucionais, entre outros

conceitos.

O ponto de partida desta teoria é a ideia de que “tudo é objeto”. O autor distingue, no
entanto, os tipos de objetos especificos, a saber: instituicdes, pessoas e as posi¢coes
que as pessoas ocupam nas instituicées. Ocupando essas posi¢des, essas pessoas
tornam-se sujeitos ativos das instituicdes, que contribuem para a existéncia das
mesmas (Henriques, 2019, p. 51).

Dentre as vertentes, conceitos e metodologias que se agregam a esta teoria, nos
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restringimos, basicamente neste artigo, a abordagem praxeoldgica e a MPGT.

Chevallard prop6s a nogao de organizagao praxeoldgica ou simplesmente praxeologia
(como conceito chave) para estudar as praticas institucionais relativas a um objeto do
saber, em particular as praticas sociais em Matematica. O autor se prop0s a distinguir
as praxeologias que podem se constituir em uma sala de aula, onde se estuda este
objeto, analisar a maneira pela qual pode se construir o estudo desse objeto e, que
pode permitir a descricdo, bem como o estudo das condi¢des de realizacao
(Henriques, 2019, p. 57).

Entende-se, portanto, a abordagem praxeoldgica como um modelo para analise da acao
humana institucional, e a praxeologia € uma organizacao de um objeto do saber em quatro
nocOes, denominadas Tarefa, Técnica, Tecnologia e Teoria, modeladas conforme mostrado na
Figura 2.

Figura 2: Nogbes do modelo praxeolégico de um dado objeto do saber

Objeto do

Saber (O)

“ 4 Praxis

Teoria , Tecnologia . Técnica e > Tarefa

e e T T

[

Fonte: Henriques; Farias; Neves; Funato (2022, p. 112)

E fundamental, em toda formacé&o inicial, independentemente do curso, a apresentacdo
desse modelo aos integrantes/estudantes, porque ele intervém fortemente no modo como estes
podem distinguir as praxeologias que vao se construir em sala de aula. Nos cursos de
Engenharias dos estudantes envolvidos nesta pesquisa, esse modelo entra como parte da
Introducao da Unidade zero (Henriques; Farias; Neves; Funato, 2022) ocupando um espaco
significativo e novidade bem vinda para esses estudantes, que nunca tiveram relagao pessoal e

institucional precedentemente. Cada nocao do modelo praxeolégico é definido como segue:

Quadro 1: Defini¢cdes das nogdes do modelo praxeoldgico

Um tipo de Tarefa, denotada pela letra T, contendo ao menos uma tarefa t, é um exercicio, um exemplo® ou um
problema, elaborado com um enunciado em precisdo, sem ambiguidades, podendo ou no ser identificado em
uma determinada praxeologia. Cf. Fonte p. 58.

Uma Técnica, denotada pela letra grega t, é uma maneira de realizar uma determinada tarefa de algum tipo T. Cf.
Fonte p. 60.

Uma Tecnologia, denotada pela letra teta mindscula 6, é um discurso racional (o logos) que tem por objetivo de
justificar a técnica t, garantindo que esta permite realizar as tarefas do tipo T. Cf. Fonte p. 61.

5 Um exemplo é um exercicio resolvido na praxeologia dominante do objeto O no qual este exemplo foi elaborado.
Todo exemplo é, portanto, tarefa do seu autor em uma obra ou do(a) Professor(a) em sala de aula. Isto é, se o sujeito
(seja autor(a) de um livro, seja Professor(a), etc.) enunciar um exemplo, ele tem que resolvé-lo, pois, essa tarefa é
deste sujeito (Henriques, 2019, p. 58).
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A Teoria, denotada pela letra teta maitscula ©, é um conjunto de regras sistematicas que constituem um ramo
de saberes organizados com discursos racionais que tém a funcao de justificar e tornar compreensivel uma
tecnologia 6. Cf. Fonte p. 61.

Fonte: Henriques (2019)

Essas quatro nocdes: tipo de tarefa (T), técnica (t), tecnologia (0) e teoria (©), definem
uma praxeologia completa [T/t/0/0] que, conforme ilustrado na Figura 2, se decompde em dois
blocos: [T/t] e [6/0], correspondentes ao saber-fazer [praxis] e ao ambiente tecnoldgico-tedrico
[logos], respectivamente. Essa decomposi¢cao tem uma justificativa notavel em sala de aula.
Pois, os estudantes, mesmo inseridos inicialmente no bloco [logos], se restringem fortemente
no bloco [praxis]. A consequéncia disso é que nem sempre sabem explicar o que fazem, pois 0s
fundamentos conceituais que lhe favorecem alcangar os resultados, quando alcangam, estao
retidos no bloco [logos].

Além disso, nas organizacoes praxeoldgicas sobreviventes nas IES no cenario do ensino
das Integrais Mdltiplas, os constructos teoricos que dao vida a esse ensino no bloco [logos] hem
sempre sao transformados em tarefas, suscitando vazios didaticos. Ademais, o efeito topazio é
frequente nessas organizacoes.

No entanto, os geradores de tarefas, além de conduzir o estudante no processo de
aquisicao de novos conhecimentos a partir de saberes anteriores, tendem a eliminar efeitos
topazios especificos que sobrevivem no referido cenario, e valorizam a mobilizacao de diferentes
registros de representacdo semidtica na realizacao das tarefas gerenciadas a partir deste

modelo que sintetizamos a seguir.

0 Modelo Praxeoldgico de Gestao de Tarefas

O Modelo Praxeoldgico de Gestao de Tarefas (MPGT) foi elaborado por Henriques (2019)
com base no modelo T4TEL (T four TEL) de Chaachoua (2018). Os exemplos apresentados em
uma praxeologia, tal como das Integrais Multiplas (tarefas do autor de uma obra ou Livro Didatico
(LD), e os exercicios/Problemas propostos, sistematicamente, no final de cada sec¢ado da obra),
assim como 0s conceitos que nao sao transformados em tarefas explicitas nessa obra, podem
serimersos no Modelo Praxeoldgico de Gestao de Tarefas (MPGT), definido por Henriques (2019,
p.106) como “um exemplar para elaboracao de tarefas, que devem iniciar com um género (verbo
no infinitivo), no contexto praxeoldgico, seguido de um complemento fixo, e de um Sistema de
Variaveis Didaticas”.

O referido modelo é apresentado em um quadro contendo um exemplar que deve ser
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utilizado na pratica, em situacdes efetivas de aprendizagem. NoOs reproduzimos o referido
modelo no Quadro 2.

Quadro 2: Modelo Praxeoldgico de Gestao de Tarefas (MPGT)
GT =[Verbo de acdo, complemento fixo, SVD]

Em que:
GT: significa geratriz ou gerador de tarefas.
Verbo de acao: define o género do tipo de tarefa T.
Complemento fixo: especifica um enunciado, sem ambiguidades, fixando os dados ou informacodes
globais da situagao ou tarefa que devem ser utilizadas no SVD ou subtarefas.
% SVD: é um sistema de variaveis didaticas no gerador de tarefas (t).
Um exemplar de GT
GT1 | Considerar asinformacgoées |1, 12,13, ..., In pararealizar as seguintes tarefas:
t1 | Enunciado datl utilizando alguma informagao In
t2 | Enunciado dat2 utilizando alguma informagao In e/ou resultado da t1
t3 | Enunciado dat3 utilizando alguma informacao In e/ou Resultado da t1, t2

7
°

7
L X4

X3

%

¢

Fonte: Henriques (2019, p. 106)

Na aplicacao deste modelo no ensino, constatamos que uma vez fixado o complemento,
enquanto elemento que especifica um enunciado sem ambiguidade, é possivel conduzir os
estudantes na leitura, na analise e na realizacao de diferentes tarefas (t1, t2, t3,...) mobilizando-
se conceitos anteriormente adquiridos e 0s novos em diferentes registros de representacdo
semiodtica. Dai aimportancia de apresentar essas teorias, mesmo que seja, sucintamente, para
os estudantes no ambito da Unidade zero (Henriques; Farias; Neves; Funato, 2022). Assim, antes
de aplicarmos esse modelo, convém estudarmos um pouco a teoria do francés Raymon Duval

como segue.

ATeoria dos Registros de Representacao Semiotica (TRRS)

E de consenso em Didatica que na Matemaética os objetos ndo sdo acessiveis a0 menos
que seja por suas representacdes. Essa interessante frase nasce na Teoria de Registros de
Representagao Semiética (TRRS), proposta por Duval (1995). Trata-se de uma teoria que tem se
mostrado muito util na qualificacao de recursos humanos, ocupando espaco significativo nos
Quadros tedricos utilizados por varios pesquisadores em Didatica, Educacao em Ciéncias e

Matematica no mundo inteiro. Junto desta reflexdo, destaca-se que:

O autor [Duval] trouxe contribuicdes significativas no campo educativo, tanto no
ensino quanto na pesquisa [bem como na extensao universitaria], tornando explicitos
os conhecimentos que até entdo eram ou ainda sao tratados implicitamente, sem que
sejam evocados. Quando as nog¢OGes nao sdo evocadas, elas podem passar
despercebidas no processo de aquisicdo de conhecimentos, deixando vazios
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didaticos® na conceitualizacao (Henriques; Almouloud, 2016, p. 147).

Esses autores acrescentam ainda que:

Por mais simples que sejam, as no¢des devem ser evocadas durante o seu tratamento
[...] paragarantir a consolida¢ao da aprendizagem. Nesse tratamento, dois termos nao
devem ser confundidos, a saber: objeto e representagdo. Para Duval (1998, p. 140), “as
relagdes existentes entre os dois termos sdo as nogoes centrais paratoda a analise do
conhecimento”. (Op. Cit, p. 467)

Evocar as nocoes visadas no processo de aquisicao de conhecimentos é, portanto, uma
atitude inteligente no tratamento de objetos do saber. Colocando-nos, particularmente no
cenario do ensino das Integrais Multiplas, constatamos que neste ensino sao requeridos ao
estudante o conhecimento de diversos objetos matematicos e as suas representacdes para a
compreensao dos conceitos correspondentes, mobilizando-se diferentes registros semiéticos.
No entanto, essa mobilizacdo nem sempre é evocada e nem julgada como requisito na
apreensao conceitual, pois é valorizada a tarefa de calcular a integral. Com efeito, Duval (1993,
p. 38) sustenta que “existe um paradoxo cognitivo do pensamento matematico: de um lado, a
apreensao dos objetos matematicos pode ser apenas uma apreensao conceitual e, de outro
lado, s6 por meio de representacdes semioticas € que uma atividade sobre objetos matematicos
€ possivel”. Mas, 0 que é representacao semidtica?

A representacao semidtica é uma representacao de uma ideia ou um objeto do saber,
construida a partir da mobilizagdo de um sistema de sinais. A sua significacao é
determinada, de um lado, pela sua forma no sistema semiética e, de outro lado, pela
referéncia do objeto representado (Henriques; Almouloud, 2016, p. 147)

Trés termos importantissimos, emergem nessa definicdo, a saber: (1) “sistema de
sinais”, (2) forma e (3) referéncia. Como descrito, mais adiante, o primeiro termo remete-nos ao
registro de representacao semidtica. O segundo e o terceiro termo, ativam o significado ou
contexto que deve ser mobilizado pelo sujeito/estudante durante a representacao do objeto em

questao, em dados registros de representacao semiotica.

O funcionamento cognitivo do pensamento humano se revela inseparavel da
existéncia de uma diversidade de registros de representacao semiotica. Se é chamada
“semiose” a apreensdo ou a producao de uma representacdo semidtica, e “noesis” a
apreensao conceitual de um objeto, é preciso afirmar que a noesis é inseparavel da
semiose (Duval, 2012, p. 270).

Entendemos, portanto, que a semiose é a produc¢ao de uma representacao semiotica, e

®Vazio didatico é a existéncia de saberes em torno de um objeto de conhecimentos que ndo sdo mobilizados pelo
sujeito e compromete o ensino correspondente, bem como a realizacao efetiva de situagoes-problemas ou tarefas
concernentes.
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anoesis é a apreensao conceitual de um objeto. Além disso, o autor afirma que ndo ha semiose
sem a noesis. Ambos conceitos sdo inseparaveis. Ou seja, é praticamente impossivel construir
uma representacao semiotica de um objeto sem a sua apreensao conceitual. Por exemplo, 0s
resultados apresentados na Figura 3 (a) e (b), ndo seriam, conscientemente, possiveis sem a
apreensao dos conceitos de soélido’ e de crivos® de superficies restritas aos solidos, em

Geometria Espacial e; ou Analitica.

Figura 3: Solido e planificacao de crivos restritos

Fig.3(b) Planificacao das faces [crivos restritos] do
paralelepipedo sobre o plano_xy.
Fonte: Henriques (2021, p. 127 e p. 129)

Fig.3(a) Paralelepipedo enquanto sélido

O autor sustenta, portanto, que:

Nao se pode planificar um sélido, e sim os crivos das superficies que o delimitam. A
concepcao de planificar um solido, difundida na literatura é, portanto, um
entendimento equivocado, e deve ser eliminada nos conhecimentos da nova geracao
(Henriques, 2021, p. 129)

Na Figura 3(a) e 3(b), nos referimos a representacao do solido paralelepipédico e a
planificacao de seus crivos restritos, respectivamente, no registro grafico. Segundo Duval (2012,
p. 271), “para que um sistema semiotico possa ser um registro de representacao, deve permitir
as trés atividades cognitivas fundamentais ligadas a semiose”. Tais atividades sdo: (1) A
formacdo de uma representacdo identificavel; (2) O tratamento e (3) A converséo.

A formacao de uma representacao semiética é uma construcao baseada na aplicacao
de regras de conformidade e na selecdo de certas caracteristicas do conteudo envolvido
(Henriques; Almouloud, 2016, p. 267). Por exemplo: a elabora¢cao de um enunciado no registro

da lingua materna é uma formacao de uma representacao identificavel. Nessa formagao pode-

7 Um solido é toda a regido tridimensional de fronteira S, constituida de uma quantidade finita de crivos de
superficies lisas, que se intersectam em uma quantidade finita de arestas (crivos de curvas). Estas, por sua vez,
podem se interceptar em uma quantidade finita de ternos (pontos que sao vértices/extremidades das arestas).

8 Ler sobre crivos em Henriques, Nagamine e Serodia em

https://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/44263 acessado em 11/12/2023.

Revista Ensino em Debate (REDE), Fortaleza/CE, v. 2, 2024005, jan./dez., 2024
d.) https://doi.org/10.21439/2965-6753.v2.2024005 |12965-6753

10


https://doi.org/10.21439/2965-6753.v2.e2024005
https://revistas.pucsp.br/index.php/emp/article/view/44263

Afonso Henriques; Elisdngela Silva Farias; Rosane Leite Funato

se utilizar o MPGT como segue:

Quadro 4: Gerador de tarefas contendo duas tarefas propostas aos estudantes.

Considerar as curvas C1 e C2 de equacdes dadas por y = x%2 e y = —x? + 2, respectivamente,
para realizar as seguintes tarefas, explicando cada etapa de realizagdo: z = +v21

11 Descrever cada equacao na lingua materna

Gerador de
Tarefas GT1

Representar, no registro grafico, o crivo restrito de C1 e de C2 a uma regiao finita do

t2
plano_xy.

Fonte: Elaboracao prépria dos autores

Observando este GT1, podemos constatar, como sublinhado pelo Duval (2012) que:

Aformacao implica a selecao de relagdes e de dados no contetdo a representar. Esta
selecao se faz em fungao de unidades e de regras de formacgao que sao préprias do
registro cognitivo no qual a representagao é produto (Duval, 2012, p. 271).

As referidas regras de formacao ou equivalentemente as regras de conformidade “séo
regras arespeitar naformacao de umarepresentacao semiotica, tais como as regras gramaticais
quando se trata de linguas maternas, as regras de representacao grafica, as regras de calculos
numéricos” (Henrigues; Almouloud, 2016, p. 268).

Duval (2012, p. 272) afirma que “o tratamento de uma representacao é a transformacao
dessarepresentacao no mesmo registro onde ela foi formada. O tratamento é uma transformacao
interna a um registro”. Arealizacao da segunda tarefa (t2) do GT1, por exemplo, requer um tratamento
proprio nos registros algébrico e grafico, como se pode observar na Figura 4.

Figura 4: Exemplo de tratamento de equacdes e suas curvas nos registros algébrico e grafico

Tratamento no Registro Algébrico Tratamento no Registro Grafico

Dey = x%ey = —x? + 2,tem-se que:
y=y=x>=—-x2+2=2x?=2
Ou equivalentemente
x?=1=x=+1.

Parametrizacéo do Crivo Parametrizacdo do Crivo
de C1 restrito a regidao de C2 restrito a regiao 1 2 1 0 1
finita do plano. finita do plano.
=t =t
acr={*h ae2={{2" ., -
Y= y= Curva Cle C2 Crivo de C1 unido C2
para-l=<t=<1 para—l=<t=1 restritos a regido R Regiao finita R
Fig.4(a) Tratamento de crivos de C1 e de C2 Fig.4(b) Tratamento de crivos de C1 e de C2 restritos a uma regiao
restritos a uma regiao finita do plano_xy, no finita do plano_xy, no registro grafico
registro algébrico

Fonte: producao propria dos autores.

A conversao de uma representacao é a transformacao dessa representagao em uma
representacao de outro registro (Henriques; Almouloud, 2016, p. 269). Na Figura 4, a passagem
de representagdes das equacdes y = x2 e y = —x? + 2 (Figuras 4(a)) para as representacdes

das curvas C1 e C2 correspondentes (Figuras 4(b)) € uma conversao desses objetos do registro
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algébrico para o registro grafico.

Atencdo: as equacgdes y = x%2 e y = —x2 + 2 ndo sio registros, assim como as curvas
C1 e C2 néo sao, elas sao, representacdes dos saberes munidas de semiose (producao das
representagdes semidticas), mediante a mobilizacdo de noesis (a apreensao conceitual dos
objetos), que neste caso, as equacodes e as funcdes do segundo grau. Portanto, como sustentado
por Duval, “ndo ha semiose sem a noesis”. Mas, entao, o que é registro de representacao? “Um
registro de representacdao é um sistema dotado de signos que permitem identificar uma
representacao de um objeto de saber” (Henriques; Almouloud, 2016, p. 269). Esses autores
sustentam que,

Aescolhade umregistro de representagdo adequado para externar os conceitos deum
objeto de saber pode favorecer o tratamento. No entanto, Duval (1995) afirma que
dispor de varios registros de representacdo nao é suficiente para garantir a
compreensdao. Uma segunda condicdo é necessaria: a coordenagdo de
representacoes formuladas em registros distintos. A coordenacao é a manifestacao
da capacidade do individuo em reconhecer a representagdo de um mesmo objeto, em
dois ou mais registros distintos (Henriques; Almouloud, 2016, p. 270).

Entendemos, portanto, que saber representar um dado objeto nos diferentes registros,
nao é suficiente para a consolidacao do conhecimento em torno desse objeto, é necessaria a
coordenacao, sendo esta, uma condicao fundamental paratodo tipo de aprendizagem. De fato,
no cenario do ensino das Integrais Multiplas (IM), por exemplo, certos estudantes fazem
corretamente a leitura de tarefas e realizacdo em diferentes registros. Mas, na maioria dos
casos, nem sempre sabem explicar os tratamentos e conversfes que produzem. Quatro
registros de representacao semidtica, sdo predominantes nesse cenario, sendo 0s registros
apresentados por (Henriques; Almouloud, 2016, p. 468), indicados na Figura 5.

Figura 5: Registros de representacao semidtica predominante no ensino das IM

| .

Lingua Materna Registroslgebrico - Registro Numérico ees

Fonte: Henriques; Almouloud (2016, p. 468).

De fato, o Gerador de Tarefas um (GT1) considerado anteriormente, gerando duas tarefas
(t1) e (t2), permite a gestao de tantas outras tarefas quanto se queira no referido senario. As duas
primeiras tarefas, mostraram a mobilizacao dos registros Algébrico e Grafico. Mas, como

sublinhado, outras podem emergir do GT1, tais como: (t3) descrever dada equacgdes fornecida
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no GT1 na lingua materna. (t4) Fornecer o espaco tridimensional Q limitado inferiormente pela

regiao R obtida narealizagcao da (t2), superiormente pelo crivo do grafico da fungao frestrito a Q,

e lateralmente pela Superficies emanada da fronteira de R ao grafico de f(Seff). (t4) Representar

o solido Q, analiticamente, no registros algébrico. (t6) Calcular a integral da funcao fsobre R, ou

equivalentemente calcular o volume de Q.

Quadro 5: Realizagao possivel de cada tarefa do GT1

Para realizar a t3 é suficiente
afirmar que y=x> é a
equacao da curva denominada
parabola com vértice na origem
de sistema de coordenadas,
cOncava para cima ao longo do
eixo_y.

Aopassoquey = —x? + 2,éa
equacao da curva denominada
parabola com vértice na ponto
(0,2), concava para a baixo ao
longo do eixo_y.

Para realizar a t4, deve-se levar em
consideragao o resultado obtido na
realizacdo datl, e aplicar o axioma de
especificacao® para o conjunto Q. Ou
seja, considerar a estrutura:
Q={(xy2) €R? (x,y) ER,0
<z<3-x-y}
Em que a regido R ¢é dada
analiticamente, no registro algébrico,
por:
R={(x,y) ER};-1<x<1,x?
<x<2-—x?}

Para realizar a t5, deve-se,
inicialmente, introduzir o sistema
de coordenadas cartesianas
tridimensional. Representar a
regiao R, asuaimagem pelafungao
f, e finalmente a Seff. Pode-se
utilizar um ambiente

computacional para obter o

resultado como mostrado na
Figura abaixo.

Para realizar a 16, deve-se, inicialmente estabelecer a integral dupla, utilizando-se dos resultados obtidos na
realizacao das tarefas anteriores. Assim, tendo conhecimento da representacao geral da referida integral por

b (ga(x) d rh2(¥)
Ja Jyico FGoyddydxou [ [, "0 f (x, y)dxdy
Deve-se observar o tipo da regido R. Conceitualmente, a primeira representacao é a indicada. Segue-se,
portanto, que aintegral dupla a calcular admite a seguinte representacgao:

1 p2-x2
f f (B —x—y)dydx
—1Jx2

Sendo f(x,y) =0 em R, essa integral é também o volume de Q. Calculando a primitiva do integrando
(3 —x — y) emrelagdo avariavel y, e aplicando a segunda parte do Teorema Fundamental de Célculo (TFC),
obtém-se o resultado apresentado no segundo membro da seguinte equagao:

1 p2-x2 1 y? 2-x?
f f (B3 —x—y)dydx =J- (3y—xy——>] dx
-1Jx2 -1 2 x2

Desenvolvendo a aplicacdo da segunda parte do TFC, obtemos:

1 2-x? 1 _
f J- (B—x—vy)dydx = f {((3 —x)(2—-x2%) - (227XZ)Z> — ((3 —x)(x?%) — (x;)2>} dx

Realizando, conscientemente, o devido tratamento algébrico do integrando, isto é, simplificando a expressao

(x?)?

((3 —x)(2—x%) - @) - <(3 —x)(x?) — —) obtém-se 4 — 2x — 4x? + 2x3, segue-se, portanto que:

2

1 2-x? 1
f f (3 —x—y)dydx =f (4 —2x —4x2 + 2x3)dx
—1Jx2 -1

Calculamos, em seguida, a primitiva do integrando (4 — 2x — 4x? + 2x3) emrelacdo avaridvel x, e aplicamos
a segunda parte do TFC, obtendo o resultado apresentado no segundo membro da seguinte equacao:

% Para todo conjunto A e toda condicdo S(x) corresponde um conjunto B cujos elementos s&o
exatamente aqueles elementos x de A para os quais S(x) é valido. (HALMOS, 2001, p.10).
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1

1 2-x? 4
4 X 16
— — = —y2 _ 43 N = —
f—1 fxz (B —x—y)dydx <4x x 3x + 2)] 3

-1
Desenvolvendo a aplicagao da segunda parte do TFC, conclui-se que:

1 2—x2 16
j f B—x—-y)dydx =—
—1Jx2 3

Fonte: Producao prépria dos autores.

O desenvolvimento cognitivo de saberes sobre o ensino e aprendizagem das Integrais
Multiplas ndo deve, portanto, ser reduzido a calcular a integral. Os diversos conceitos que
sustentam a sobrevivéncia desse objeto do saber podem ser potencializados mediante a
mobilizacdo de diferentes registros de representacao, a partir da gestao de tarefas. Mas, essa
gestao nem sempre é objeto de estudo nas IES, consequentemente, os estudantes se veem
diante de desafios, quando se deparam com essa gestao.

Vale salientar que os elementos basicos que compdem cada uma das teorias deste
Quadro foram objetos de estudos apresentados a turma dos estudantes envolvidos nesta
pesquisa, como componentes preliminares que fornecessem embasamentos tedricos para a
reflexdo dos estudantes em todas as unidades didaticas de avaliagdo programadas pelo
Professor da disciplina. Tal apresentagdo ocorre na Unidade zero. Sublinhamos ainda que a
valorizacao de tarefas no contexto matematico € uma concep¢ao comum nas pesquisas educacionais
que se preocupam com as praticas efetivas de estudantes em sala de aula. Segundo Cyrino; Jesus
(2014) cita em Milhomen, Andrade, Bomfim e Neves (2023) “a Tarefa Matematica funciona como uma
ferramenta no processo de ensino e aprendizagem da matematica que pode ou ndo desencadear
potencialidades”. No caso das Integrais Mdultiplas, tais potencialidades tém raizes genuinas nos

adquiridos nos Calculos (CDI I, CDIl) anteriores a CDI I, e por que nao em Geometria Analitica.

Metodologia

Como sublinhado anteriormente, a pesquisa base deste artigo, segue a metodologia de
Analise Institucional & Sequéncia Didatica (AI&SD) organizada em oito etapas, desenvolvidas em
dois momentos denominados Pesquisa Interna e Pesquisa Externa Henriques (2016, 2018,
2019). Nessa ultima, nos restringimos na aplicacdo e na analise a posteriori de tarefas
elaboradas no cenarios das IM aplicadas aos estudantes utilizando o ambiente papel/lapis,
visando responder o questionamento apresentado neste artigo. Assim, analises subsequentes

que constituem a quarta parte prevista neste artigo, concedem-nos um espaco propicio de
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coleta de dados e aquisicao de respostas do referido questionamento.

Praticas efetivas de estudantes em cursos de engenharias

Baseados nas analises realizadas nas se¢oes anteriores do presente artigo, utilizamos
os trabalhos de um Professor de Calculo Diferencial Integral lll (CDI 1ll) em uma das suas turmas
ofertadas segundo semestre de 2023, em uma Universidade publica do estado da Bahia (Brasil),
para estudantes de engenharias, onde os estudantes ja tenham cursado a Geometria Analitica,
estabelecem relacdes, inicialmente, com as Integrais Duplas, seguidas pelo estudo das
Integrais triplas, terminando a disciplina com a aprendizagem do teorema de Stokes e as suas
aplicacdes. Nas suas avaliacdes, o Professor utiliza o Modelo Praxeoldgico de Gestao de Tarefas
(MPGT) do qual trazemos um recorte de uma de suas avaliacdes que reproduzimos no Quadro 6,

contendo dois GT, formado com quatro tarefas em cada.

Quadro 6: Reproducao de geradores de tarefas utilizados em uma avaliagao de CDI Il em
2023.2

Considerar aregiao R do plano_xy delimitada pelos crivos de curvas de equagdes dadas por y =
x,y =4 ey = —x,explicando cada etapa de realizagcao.

t1 Descrever, na lingua materna, a regiao R considerada no GT2.

t2 Representar a regiao R no registro grafico e analiticamente no registro algébrico.
t3 Calcular a medida da area da regiao R por integrais duplas.

4 Calcular aintegral dupla da fungdo fdada por f(x,y) = V9 — x2 sobre a regiaoR.
t5 Fornecer uma interpretacdo geométrica da integral calculada na realizagao da t4.

Gerador de tarefas
GT2

Considerar o espaco tridimensional Q interior e exterior as superficies de equagdes dadas por
3x%2 + 3y? + z? = 28,e x% + y? = 4, explicando cada etapa de realizacio.

t1 Descrever, na Lingua Materna, cada equacao considerada no GT3.

|
12 Representar, no registro grafico, o espaco tridimensional Q considerado no GT3.

Gerador de tarefas

t3 Representar o espaco tridimensional Q, analiticamente, no registro algébrico.

t4 Utilizar uma integral dupla em coordenadas polares para calcular o volume de Q.

Fonte: Avaliacdo proposta por um Professor em um curso de CDI sobre Integrais Duplas.

Os Geradores de Tarefas (GT), assim elaborados, favorecem a gestdo e transformacao
de conceitos em tarefas, a exemplo de “Descrever, na Lingua Materna, cada equacao
considerada no GT2.”, sendo, portanto, um caminho propicio para o acesso as praticas efetivas
de estudantes. Apesar das equacoOes presentes nas organizacdes praxeoldgica das Integrais
Miltiplas, serem a priori familiares pelos estudantes a partir do ensino da Geometria Analitica
(GA), a abordagem ou representacdes, no proprio registro algébricos, tém as suas

especificidades que nem sempre sao identificadas imediatamente pelos estudantes. Exemplo,
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os estudantes nem sempre conseguem entender a equacdo dada por 3x2? + 3y? + z? = 28
. . x%  y%  z?

como proveniente da representagao Stttz = 1,paraa # 0,b # 0ec # 0, que estudaram

em GA como a equacao da superficie eliptica (ou elipsdide) centrada na origem do sistema de

coordenadas tridimensional, cujos os eixos sdo avalizados em conformidade com os valores

assumidos por a, b, e ¢. No caso da equacdo 3x2 + 3y? + z? = 28 cuja representagao

correspondente no indicada na Figura 6(a), exprime-se que o eixo maior € crivo do eixo_z.

Além disso, apesar do GT2 e GT3 se referirem ao conceito de equagdes, existem em cada
gerador um conceito complementar que diferencia uma situacao da outra. Mesmo assim, 0s
estudantes se veem diante de desafios na leitura e interpretacao dos geradores. A dualidade
gerada pela equacéo do tipo x? + y2 = a?, tem sido controlada pelo contexto de curva e de
superficie. Para curvas, essa equacao consiste na circunferéncia de raio um tracada no registro
grafico, conforme mostrado na Figura 6(c). Ao passo que para superficies, essa mesma equacao
remete a representacao de um crivo da superficie cilindrica de raio um, ao longo do eixo_z,
indicado na Figura 6(d).

Figura 6: Representacao de equacoes de curvas e de superficies no registro grafico

Fig.6(a) Elipsdide Fig.6(d) Crivo de

Fig.6(c) Circunferéncia

Ou Superficie eliptica de Fig.6(b) Elipsoide e Crivo < 5 2 _ Superficie cilindrica
~ 2 2, .2 _ C e deequagaox* +y- = 5
equacdo 3x“ + 3y“ +z° = de Superficie cilindrica 4 no plano_xy de equagao x“ +
28 = yZ =4

Fonte: Producao prépria dos autores na analise a priori.

A representacao requerida na t2 do GT2, no entanto, exige mais do estudante, ndo
apenas o reconhecimento de cada superficie, mas também, os novos objetos geométricos que
estas superficies geram quando interagem entre si, e as suas relacdes com 0s conceitos exigidos
na praxeologia das Integrais Mltiplas, tais como: dominio de integracao, limites de integracao,
funcao da integral, ordem de integracao, tipos de regides de integracao, etc. Com efeito, 0
tratamento de representacdes nos registros algébrico e grafico € uma condi¢do cognitiva

fundamental para que ocorra um sucesso na aprendizagem da IM. A representagao conjunta de
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superficie indicada na Fig.6(a) com a Fig.6(b) no mesmo sistema, ver Fig.6(b), considerando as

informacdes apresentadas no GT3, sugere o0 possivel tratamento que podemos observar na Figura 7.

Logo o contexto, o significado e a interpretacdo exercem um papel fundamental na

leitura de geradores de tarefas elaborados no cenario do ensino das IM, e as suas realizacdes

pelos estudantes.

Figura 7: Visualizacao do sdlido Q e as suas partes Uteis na resolucao de tarefas subsequentes.
Tratamento de superficies no registro grafico e algébrico

Tratamento possivel de
equagdes de superficies no
registro algébrico

3x% +3y? + 22 =128
3(x2+y?) +2z2 =28

Para o crivo de Elipsoide
x = r.cos (t)

y = r.sen(t) ,
z =28 - 3r?

sendoZSrS@,OStSZn

Para o crivo se S. Cilindrica

Para o crivo de Elipsdide
x = r.cos (t)

y = r.sen (t) ,
z=—\28 - 3

28
sendoZSrSg,O <t<2m
Para o crivo se Sup. Cilindrica

Dominio de integracao

28
R={(rt)eR,2<r< 5/0st<2m

Parametrizagao de R para a representagdo no
registro grafico

De x? + y? = 12, tem-se - x = 2.cos ()
que x = 2.cos (t) x = 2.cos (t) {y = 2.5en (1),
3r2+22 =28 y = 2Z.sen(t), y = 2.sen(t); 2 =0
z=128—3r? z=w Z=w sendo2 <1 <./28/3,0<t<2m
sendo0 <t <2mr,0<w<4 sendo0 <t < 2m,—4<w<0
Fig.7(a) Sélido Q Fig.7(b) Hemisfériconorte  Fig.7(c) Hemisférico Sul de Fig.7(d) Regiao de integragao
deQ Q

Fonte: Produgao prdpria dos autores na perspectiva de analise a priori.

Assim, o espaco tridimensional Q pode ser representado analiticamente, em

coordenadas cilindricas, por Q ={(r,t.2)eR?, (r,t)e R,—V28 — 3r% < z < V28 — 3rZ}. Espera-se,

portanto, narealizacao da t4 do GT3, o estabelecimento da seguinte integral:

fozn fz‘/mf(r, t)rdrdt ou fz‘/m foznf(r, t)rdtdr onde f(r,t) = V28 — 312

Pelo teorema de Fubini, qualquer dessas representa¢cdes conduz ao mesmo resultado.

Considerando a segunda, espera-se uma produgao como indicado no Quadro 7:

Quadro 7: Possivel producao esperada nas praticas efetivas de estudantes

fm

J28/3 r2m

ID = f f /28 — 3ridtdr
2 0

(rv/28 - 3r2) t](z)n dr
s

= 271'[ v 28 — 3r2dr
2

Calculando a primitiva do integrando V28 —3r2 em relagdo a t e aplicando a
segunda parte do Teorema Fundamental do Calculo f: f(x)dx = F(x)]5,temos &:
Desenvolvendo a aplicacdo do Teorema Fundamental do Célculo f;f(x)dx =
F(x)]3. Isto é, fazendo F (x)]% = F(b) — F(a) obtemos &:

Obs.: Nesta etapa, o integrando sugere a mudanga de variavel: u = 28 — 372,
sendo du = —6rdr. Ou equivalentemente rdr = —%. Além disso, parar = 2 —
u = 16.Parar = \/m — u = 0. Substituindo esses dados na integral, tem-se#:
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m [ Calculando a primitiva do integrando vu em relagao a u e aplicando a segunda parte
Vud

== udr

3 Jo do Teorema Fundamental do Calculo (TFC) f; f(x)dx = F(x)]5, temos &:
m (2 \/—3)]16 Desenvolvendo a aplicagao do TFC. Isto &, fazendo F (x)]3 = F(b) — F (a), obtemos
LR €
= 22 R e Realizando o devido tratamento numérico, obtém-se: ID = %n. Logo pela simetria

? do espaco Q emrelagdo ao plano_xy, conclui-se que o volume V, de Q é &

28
& o 256
VQ=2-1D=2-I f T 28—3r2dtdr=T7r
2 0

Fonte: Produgao prdpria dos autores na perspectiva de andlise a priori.

Mas, entao, o que é que os estudantes fazem diante dessa avaliacao? Ou seja, quais sao

as préticas efetivas dos estudante em CDIIII? E isso que veremos a seguir.

A analise das praticas efetivas de estudantes

A avaliacao do Professor de CDI Il contendo os dois geradores de tarefas apresentados no
Quadro 6 foi aplicada a uma turma de dez estudantes de cursos de Engenharias: Civil; Elétrica e
Mecanica) matriculados na disciplina CDI Ill, no segundo semestre de 2023, em uma Universidade
publica do Estado da Bahia, Brasil. Embora a avaliacdo do Professor contenha dois geradores
importantes, dentre os dados coletados, trazemos apenas recortes de manuscritos de trés estudantes
que identificamos com nomes ficticios de Pedro, Antonio e Alice, referentes ao GT3 (numeragao neste
artigo). Na nossa anadlise retomaremos cada tarefa indicando o respectivo gerador, seguida dos
manuscritos dos estudantes e das nossas reflexdes a partir das suas praticas efetivas. Para comecar,
vejamos, no Quadro 8, as respostas dos estudantes diante da primeira tarefa do GT3.

Quadro 8: Respostas do Pedro, do Ant6nio e de Alice sobre at1 do GT3

t1do GT3 | Descrever, na Lingua Materna, cada equagao considerada no GT3.

N o 114000 i Transcricao (pois, esse manuscrito de Pedro esta ilegivel aqui)!
- ({' Lo el e e o Wbyl bl s o ¢ o i o Resolucdo dat1 do GT3
o b WA S Para realizar esta tarefa devemos afirmar por meio de identificagao
e d“‘--ll‘“- \‘""“‘l"“' global do objeto, o0 que cada equacdo ao GT2 delimita. Assim, temos
d \\l“n")i'l“ ) 3x% + 3y? + 72 = 28 (Eql)
ERl I 1730 ) x% +y? = 4 (Eq2)
:) Qo g 1 vt e [} usmﬁd‘wmhbwwif“'“y‘”fj"“”wwwf ‘ Portanto, temos que o Eq1 descreve esfera eliptico centrada na origem,
0o Doty e .mwd;ml,ulwﬁwmh QM»J-«{( Uﬂﬂ?’f el alargada ao longo do eixo_x e eixo_y. Ao passo que Eq2 um cone de raio
2, centrado na origem que se estende ao longo do eixo_z.
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= Vmer dirowrn ma lh\fruaym malvima cada tquagio comsiclpada s GT2 (.L.,/:7a,c[n0u
BT & IQUUGED B+ 59’&3’:18 LA Lquagdo X’f(az;“'

O ERTEN O L "
= C AN “f‘“'f@yo d_‘ e ')l?ll !. . l ! R3( t - [ . , “ !

t &‘WMMX.WmM;’WWW&W}f unbda

0  ma 0wy (0,0.0) £ & o 28 ma Wuagio , rupreeta o newa dor do>

n ww%a{a’) TRANL = UKD x,?*}-

i @)&-»’:"\ | . | )
0 ~0wmwwwﬂmwmauw;«”w% 4
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Fonte: Recortes de manuscritos de estudantes sobre avaliagcao de Integrais Duplas

A leitura dos manuscritos dos estudantes permite ver a existéncia de diversos conflitos
conceituais, tais como a relagao entre sélido e superficie, quando o Anténio entende x? + y? =
4, como equacao de “cilindro”, ao invés de “superficie cilindrica”. Ora, os sélidos nao tém
equacdes. Em outras palavras, os solidos nao sao representados por equacoes, no registro
algébrico, e sim por inequacées. l[dem para o estudante Pedro quando nos revela que 3x2 +
3y? + z? = 28 descreve “esfera eliptica”, ao invés de superficie esfera eliptica. A estudante
Alice, por sua vez, nos informa que a equacgdo 3x? + 3y? + z2 = 28 é de uma superficie
esférica de raio 23—8. Superficie, sim, mas esférica assim isolada, e ainda mais de raio ?. Pois, ?
nao é raio. Podemos entdo conjecturar que a comunicacao escrita, ou seja, a descricao dos
objetos visados nas tarefas propostas aos estudantes serve, além forcar uma tentativa de
entendimento sobre a maneira como 0s estudantes pensam, revela os erros conceituais que
sobrevivem na formacao inicial dos estudantes. Percebemos com isso que estes estudantes,
mesmo ja tendo passado em Geometria Analitica, nem sempre tem umaformacao estavel sobre
0s conceitos apresentados naquela disciplina. Essa dificuldade também é notavel na conversao
dessas equacOes para as representacdes correspondentes nos registros graficos, como
podemos observar nos seus manuscritos referente a realizacdo da t2 do GT3 apresentados no
Quadro 9.

Quadro 9: Respostas de Pedro, Ant6nio e Alice sobre at2 do GT3
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T2 do GT3 \ Representar, no registro grafico, o espaco tridimensional Q considerado no GT3.
Rorolusio doT2 40 GTY
e qﬂa;&:nﬂuiw.www
§ 0 S L T2 agarirmo, Wﬂmw 0B1idon min
Neelopriiad 20 T130GTL 96: 8don do GTL | Aprinaden
MWMNWW %4‘«21)—
U g v 0 x ] F
(. S 36+ 3+ 3228 WWW wWTM&W
2 M|WM%(0,0,0I.MWUM%M il o T
<§ W%mbwm&uikfymh, @ j:-1
< -&WMMMW:’:}*?’;*Q,' '
; > o i 3 e o apuiamand VB, \ L
Coim Trmgn 0 PMixg? o 2al> X,Y) e .3_,\{;424
- Ronsbuges 4o 1> do G-
NN U T : :
@ Lo Nansduen oo 70/%& o 7, ‘J’Lu‘)ﬂn)\%m,me sugishho DKGO)@,& 20
S fdimamiond O connidinods my GO, detmay iniaidimsnlh srbiodugn o pali-
ot co0\dinodoy Dridimemiondd, ende m nguida wumer Mebhinnton on squa-
q{édwlb\, onds PO\ INEB WUNI\)O’_\L’ opogo @, omds nfth‘xoﬁdow\o, Torah:

Fonte: Recortes de manuscritos de estudantes sobre avaliagcao de Integrais Duplas.

Os resultados apresentados pelos trés estudantes tém uma certa relacao com as
representacdes esperadas no registro grafico. Todavia, podemos observar que o tratamento que
cada estudante apresenta nao lhes ajudam muito no trabalho efetivo ao longo do processo
heuristico. Eles ndo entendem que os geradores de tarefas favorecem uma organizacao
praxeoldgica que conduz um trabalho heuristico que culmina na representacdo eficaz da
integral. Pois, uma vez que as tarefas precedentes t1, t2, e t3 sejam realizadas com sucesso, o
estabelecimento da integral e o seu calculo, se tornam tarefas rudimentares. Ora, a dificuldade
e incompreensao da representacdo do espaco tridimensional Q, no registro grafico, afeta
consequentemente a representacao analitica do soélido Q que satisfaca o axioma de
especificagao, como se pode ver nos resultados indicados no Quadro 10. Os estudantes nao

conseguem mobilizar a representacao analitica de Q requerida.

Quadro 10: Respostas de Pedro, Antbnio e Alice sobre a t3 do GT3

T3do GT3 | Representar o espago tridimensional Q, analiticamente, no registro algébrico.

Raudhcio daT3oGTL s 8 i sl ——T

0 Gposudpn sdaTougo, dsvimon il 3ol sbido o 0 O G D ¢ ; W e

g om0 a,u“%oma ﬁ%& (*g Eﬁm m ,w:i?m;;:;‘f ‘-I:ZZQ:&X};}}’(\;’ 4er?
Q:={(OER 444} 0% 0520) 3IEK SNEN, T
“Ranoluegs do 3 do Ol

v Pona N;Q;;mﬁ)\io fomk,z;\ »38 5, l\n{mwm I MW M-Amw'on_

S | 6, ondilicomnls, md nuopd adhics, donrmen dlimitn o Ymifh

de ® a,\)poqa&,;(\ﬂm wuog , ondd 4*\01wnde Mo, Jumet:
‘B =§(no.0e®/ornsd, 050707 e, 0523}
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Fonte: Recortes de manuscritos de estudantes sobre avaliacao de Integrais Duplas.

Conforme visto na analise a priori, a representacao analitica espera para o espaco Q
consiste no conjunto Q = {(r, t.z)eR3, (r,t)e R, —V28 — 3r2 < z < V28 — 3rZ}onde R é 0
dominio de integracao dado anteriormente por R = {(r, t)eR%;2<r < ?,O <t< 27r}.
Esse resultado ndo foi alcangado pelos estudantes, como se pode observar nos seus
manuscritos apresentados no Quadro 11.

Quadro 11: Respostas de Pedro, Anténio e Alice sobre a t4 do GT3

T4do GT3 | Representar, no registro grafico, o espaco tridimensional Q considerado no GT3.
* Cunluggo do Jyd ot
= A= n(!OAn r\/\—’ ; ) =k
\2‘{: j:f' . yodion s o, e, bign s il s om
.‘.j ~O dﬂ - Mhﬂﬂm"\ fww%ﬂmﬁvm&ﬂ,&mwm »M[/)O'\MMV\
2 T4, © ‘€ | Alice ndo chegoua 8 e do rudugp o B o2 foo il o Dl do inbayogs
B :*j Qn: \% ‘*;: estabelecer a integral < do iy . v sondncln P, o obﬁmdo o, padhrh il
=i % 5 udwme i O, Jimar: p /—vx“"i”m.mw N=24 plapiine
- Nt _ 161 - etom @ Oﬂlfs )J Ae‘
1 9 J\n g & B

Fonte: Recortes de manuscritos de estudantes sobre avaliagcao de Integrais Duplas.

O GT3 conduz-nos ao pensamento cognitivo de que o estabelecimento e
consequentemente o calculo de uma integral multipla é uma tarefa do estudante que depende
de certos saberes preliminares genuinos da Geometria Analitica, e devem ser incentivados na

formacao de todos os estudantes em Calculo Diferencial e Integral.

Consideracoes finais

Este artigo foi conduzido pelo seguinte questionamento: Quais sdo as praticas efetivas
dos estudantes de cursos de Engenharias nas IES diante da leitura e interpretacao de geradores
de tarefas elaborados no cenario do ensino das Integrais Multiplas? Com ambicao de almejar o
seguinte objetivo: Analisar as praticas efetivas dos estudantes de cursos de Engenharias diante
da leitura e interpretacao de geradores de tarefas elaborados no cenario do ensino das Integrais
Multiplas. Paraisso fomos incitados a buscar embasamento no Quadro tedrico constituido pelo
referencial de base que escolhemos, a Teoria Antropoldgica do Didatica e a Teoria dos Registros
de Representacao Semidtica. Com efeito, estamos convencidos de que 0 nosso questionamento
foi respondido e 0 nosso objetivo também foi alcancado. Foi constatado que os estudantes
apresentam diversas dificuldades notaveis, ndao apenas na leitura e interpretacdo das tarefas

gerenciadas, mas principalmente na necessidade de coordenar as representacdes dos objetos
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de saberes previstos em Geometria Analitica (GA) nos registros da Lingua materna, algébrico,
grafico e numeérico, necessarios no estabelecimento e no calculo de uma Integral Multipla. A
nossa recomendacao é, portanto, dar-se mais atencao institucional para aprendizagem destes
estudantes, valorizando, ndo apenas o processo de cdlculo de uma integral, mais
principalmente a conjuntura dos conhecimentos preliminares, dentre estes, a Geometria
Analitica.
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