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Resumo

Esse estudo consiste em uma parte de uma pesquisa de mestrado, em que foi realizada a analise de um dos
principais livro-texto empregues na disciplina Geometria Diferencial, o livro analisado € intitulado “Introducéo a
Geometria Diferencial" de Keti Tenenblat. O objetivo da analise trata-se de investigar as abordagens pedagogicas
aplicadas ao ensino dessa disciplina, utilizando a metodologia da Engenharia Didatica. Investigamos a
apresentacgao tedrica dos conceitos, a estrutura dos capitulos, a utilizagao de exemplos praticos e exercicios, além
da interdisciplinaridade com outras areas de conhecimento. A andlise buscou destacar como o livro atua na
compreensao dos alunos sobre tépicos complexos, e se promove o desenvolvimento de habilidades analiticas e
fomenta a aplicagcdo do conhecimento em problemas reais. Apds analises e discussdes acerca da abordagem do
livro constatou-se que a natureza de transmissao dos conceitos prioriza uma abordagem algébrica e sem empregar
a visualizacdo dos conceitos geométricos. Ademais este estudo busca contribuir para a discussao sobre as
melhores praticas no ensino de Geometria Diferencial, oferecendo insights valiosos para educadores e estudantes.
Palavras-chave: Ensino; Geometria Diferencial; Andlise de livro.
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Explorando o Ensino de Geometria Diferencial: Uma Andlise do Livro de Keti Tenenblat

Abstract

This study consists of part of a master's degree research, in which the analysis of one of the main textbooks used in
the Differential Geometry discipline was carried out. The book analyzed is entitled “Introduction to Differential
Geometry" by Keti Tenenblat. The objective of the analysis it is about investigating the pedagogical approaches
applied to teaching this discipline, using the Didactic Engineering methodology. We investigate the theoretical
presentation of the concepts, the structure of the chapters, the use of practical examples and exercises, in addition
to interdisciplinarity with other areas of knowledge. The analysis sought to highlight how the book affects students'
understanding of complex topics, and whether it promotes the development of analytical skills and encourages the
application of knowledge to real problems. After analysis and discussions about the book approach, it was found
that the nature of transmission of concepts prioritizes an algebraic approach and without employing the visualization
of geometric concepts. Furthermore, this study seeks to contribute to the discussion about best practices in
teaching Differential Geometry, offering valuable insights for educators and students.

Keywords: Teaching; Differential Geometry.

Resumen

Este estudio forma parte de una investigacion de maestria, en la cual se realiz6 el andlisis de uno de los principales
libros de texto utilizados en la disciplina Geometria Diferencial. El libro analizado lleva por titulo “Introduccién a la
Geometria Diferencial” de Keti Tenenblat. anélisis se trata de investigar los enfoques pedagdgicos aplicados a la
ensefianza de esta disciplina, utilizando la metodologia de la Ingenieria Didactica. Indagamos en la presentacion
tedrica de los conceptos, la estructura de los capitulos, el uso de ejemplos y ejercicios practicos, ademas de la
interdisciplinariedad con otras dreas. El analisis buscé resaltar como el libro afecta la comprension de los
estudiantes sobre temas complejos, y si promueve el desarrollo de habilidades analiticas y fomenta la aplicacion
del conocimiento a problemas reales, se encontrd. que la naturaleza de la transmision de conceptos prioriza un
enfoque algebraicoy sin emplear la visualizacidn de conceptos geométricos. Ademas, este estudio busca contribuir
a la discusién sobre las mejores practicas en la ensefianza de la Geometria Diferencial, ofreciendo conocimientos
valiosos para educadores y estudiantes.

Palabras clave: Ensefiando; Geometria diferencial; Analisis de libros.

Introducao

A Geometria Diferencial (GD) estuda as propriedades e singularidades geométricas de
curvas, superficies e suas generalizagcdes, empregando técnicas do calculo infinitesimal. Esta
area da Matematica possuiuma forte interacao com diversas outras areas cientificas, desde sua
origem na cartografia até a Teoria da Relatividade. Nos dias atuais, ha um crescente interesse
em temas relacionados a Analise e a Fisica (Paiva, Alves, 2018)

Conforme Albuquerque (2004), Geometria Diferencial ainda apresenta importancia
correlacionando a outro aspecto, com os outros saberes matematicos envolvidos nessa grande

area da Matematica:

Sem duvida, a geometria diferencial joga um papel excepcional, mesmo na
matematica, toda se tal se pudesse considerar, porque afinal ela conjuga muitas e
variadissimas das matérias da algebra e da analise. Aparece nas solucbes de
problemas de vdrias varidveis reais ou complexas, tratadas como espagos
geométricos de dimensao qualquer, ou nos problemas de varidveis discretas, tratadas
como abstragdes das anteriores (referimo-nos as variedades algébricas); informa-nos
sobre as propriedades intrinsecas da morfologia do espaco e suas medidas (Prefacio
de Albuquerque, 2004).
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De forma consoante, Grande, Nunes e Silva (2015) enfatizam o viés de Albuquerque
(2004) afirmando que o estudo de GD permite a aplicacao de diversos conceitos matematicos,
tais como curvas, no plano e no espaco, superficies, funcdes diferenciaveis, derivada e integral,
paralelismo, ortogonalidade e operacoes entre vetores, além de interrelacionar diversos ramos
da Matematica, como o Célculo Diferencial e Integral, Geometria Analitica e Algebra Linear.

No entanto, para a compreensdo das definicbes e conceitos relacionados a GD,
necessita-se de diversos pré-requisitos, como a aplicacdo dos conceitos de funcdes
diferenciaveis, derivada e integral, paralelismo, ortogonalidade e operacdes entre vetores. Tais
conceitos aliados ao grau de complexidade e abstracao envolvidos nos conteudos de GD, pode
desenvolver alguns entraves ao estudar mencionado tépico (Paiva, 2019).

A fim de compreender o ensino de GD, optamos por investigar como o tema esta sendo
abordado em um livro texto basico empregue na disciplina de GD, utilizando a metodologia de
pesquisa conhecida como Engenharia Didatica. Por meio da investigacdo do tema em livros,
pretendemos identificar e descrever alguns elementos de ruptural e elementos de transicao?
no ambito do corpo tedrico de nosso interesse.

Metodologia de investigacao: Engenharia Didatica

A Engenharia Didatica- ED pode ser entendida como a aplicacdo de uma abordagem
sistematica e metodoldgica para projetar, organizar e implementar sequéncias de ensino. A
estrutura da ED permite que se realize uma analise do objeto matematico explorado, para que

possamos desenvolver situacdes didaticas®:

(...) devemos realizar, a principio, seguintes consideragdes: analisarmos se 0 que esta
sendo proposto nas situagdes-problemas sdo conhecimentos pertinentes, no sentido,
de estabelecer uma relagdo entre os saberes visados e o0s ja constituidos;
identificarmos no escopo das situacdes suas variaveis de comando e escolhermos
aquelas necessarias de estudo; estudarmos se as situacdes escolhidas séo
consistentes (Dos Santos, 2017, p.21).

! Alves(2011,p.61) define elementos de ruptura como os elementos que atuam como entraves, dificultando a
aprendizagem.

2 Alves(2011) define elementos de transicdo como os elementos presentes nas trajetorias de alteracdo de um
conceito matematico em virtude da dimensao e/ou espaco topoldgico que se encontra, por exemplo, 0s conceitos
envolvidos na alteracdo da compreenséao do limite em R para o conceito de limite em R™.

3 A situacao didatica é formada por atividades que podem ser definidas como sendo os “meios” usados pelo
professor a fim de que o aluno vivencie as experiéncias necessarias ao desenvolvimento de competéncias e
habilidades fazendo com que a aprendizagem seja significativa (Pommer,2008).
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Além disso, a ED oportuniza prever estratégias de resolucdo que os alunos possam
desenvolver durante a situacdo didatica, caracterizando os conhecimentos e saberes

matematicos prévios necessarios para que o aluno durante a aplicacao:

prevermos possiveis dificuldades de resolugao por parte dos alunos; identificarmos
novos conhecimentos e/ou métodos de resolugao que os alunos possam adquirir e
prevermos o0s saberes/conhecimento se/ou métodos de resolugcao que devemos
institucionalizar” (Dos Santos, 2017, p.21).

Portanto, ao identificar os saberes prévios, o professor também deve antecipar possiveis
dificuldades que os alunos possam enfrentar. Essas dificuldades podem surgir de lacunas nos
conhecimentos anteriores ou de conceitos novos e complexos que a atividade introduz.

A ED ainda permite que se desenvolva um conjunto de situacdes com atividades e
interacdes planejadas por um educador com o objetivo de promover o aprendizado de um
conceito, habilidade ou contetdo especifico.

Desse modo, essa metodologia apresenta a caracterizagdo de uma pesquisa
experimental pelo contexto em que é aplicada e pelo modo de validacao associado. O que
envolve a comparacao entre as analises iniciais e finais da pesquisa, conhecidas como analises
a priori e analises a posteriori. Uma das particularidades dessa metodologia é que essa
validagcao pode ser realizada internamente, sem a necessidade de um pré-teste ou pos-teste
(Alves, 2018).

Em relacdo a sistematizacao prevista pela ED é composta por quatro fases: analises
prévias, analises a priori, experimentacao, analise a posteriori e validacgo. Na fase dialética das
andlises prévias ocorre a identificacdo do problema didatico, determinando qual seria o
problema especifico de ensino ou aprendizagem que sera abordado.

Portanto, essa fase pode incluir as dificuldades comuns encontradas pelos alunos na
compreensao de um determinado conceito ou processo, bem como a definicdo dos objetivos a
serem alcancados com o experimento didatico (Almouloud, 2007). Nessa etapa, o pesquisador
pode realizar uma revisao da literatura e, ao definir o problema, formular hipoteses especificas
sobre como diferentes abordagens didaticas podem afetar o aprendizado dos alunos
(Almouloud, 2007).

Na segunda fase da Engenharia Didatica (ED), denominada analises a priori, 0

pesquisador € incumbido de desenvolver e examinar uma série de situacdes didaticas. O
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objetivo é facilitar a superacdo dos obstaculos epistemologicos * que os alunos possam

enfrentar em relacdo ao assunto estudado. Essa abordagem visa ndo apenas aprimorar o

entendimento dos alunos, mas também validar as hipéteses de pesquisa elaboradas na fase
anterior (Almouloud, 2007).

A terceira fases dialética, a experimentagao, consiste na implementagao pratica das
situacdes didaticas planejadas durante a andlise a priori. E 0 momento em que os resultados
tedricos sao colocados em pratica, permitindo a obtencdo de resultados empiricos que
complementam a analise teérica (Almouloud, 2007).

Durante essa fase, todo o dispositivo planejado é aplicado na sala de aula,
proporcionando uma oportunidade para verificar a eficacia das estratégias pedagdégicas
propostas. Na ultima etapa, a Analise a Posteriori e Validacao, ocorre uma investigacao
detalhada sobre a producdo dos alunos, observando seu comportamento durante o
desenvolvimento da sequéncia didatica e utilizando os dados coletados ao longo da
experimentacao (Artigue,1995).

No contexto da Engenharia Didatica (ED), a investigacdo acerca do ensino de GD, e
envolveu apenas a etapa das analises prévias. Com o intuito de compreender uma parte da atual
estrutura de ensino de GD, se realizou um estudo do conteudo tedrico e identificacao dos
principais conceitos, dificuldades e obstaculos que os alunos podem encontrar ao estudar esse

conteldo por meio de uma analise prévia de um dos principais livro texto dessa disciplina.

Perspectiva de investigacao do problema

Desse modo, por meio da sistematica dessa metodologia de pesquisa, nas fases iniciais,
as analises prévias, determinamos as principais dimensdes que definem o problema a ser
estudado e como se relacionam com o sistema de ensino, por exemplo: as dimensdes
epistemologicas, cognitivas e didaticas (Almouloud,2007).

De modo mais detalhado, esclarecemos que buscamos identificar os problemas de

ensino relacionados aos conceitos basilares de curvas e incipientes de superficie.

4 Conforme Bachelard(1995) obstaculos epistemoldgico tratam-se de elementos que pode retardar, e

mesmo impedir um processo de entendimento do estudante submetido a uma agao intencional de ensino .
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A analise do campo epistémico em livros, busca responder a seguinte questao
norteadora do nosso objeto de investigacao:

18) Uma mediacdo condicionada pela abordagem dos livros de GD ndo promove a
visualizacao e o entendimento grafico-geomeétrico (local) atinente aos conceitos dessa area;

23) Situacdes de aprendizagem definidas pelos exercicios propostos pelos autores de
livros de GD permitem apenas a aquisicao de habilidades manipulativas de equacgdes, que
incidem ou acarretam resultados de significado restrito, sem um entendimento amplo dos
conceitos.

Desse modo, enfatiza-se a necessidade em realizar o estudo, cujo objetivo envolvesse a
identificacdo de elementos capazes de atuar positivamente no referido contexto de ensino.
Analise prévia do ensino de GD por meio de um livro classico

Nessasecao, seguindo a sistematizacao prevista pela metodologia de pesquisa adotada,
tendo em vista um melhor entendimento do ensino atual do contetdo de nosso interesse,
apresentamos uma consulta a um livro classico aplicados pela academia no ensino de GD,
influenciada pela perspectiva de Alves (2012; 2013a; 2013b; 2014; 2016; 2017), no que
concerne ao estudo e identificacao de entraves no entendimento de conceitos matematicos,
todavia no contexto da GD.

Selecao e fundamentacao para a analise de um livro classico

Ao analisarmos um livro classico aplicado como recurso didatico em sala de aula,
conhecemos previamente a abordagem, o método utilizado para trabalhar determinados
conceitos e as possibilidades existentes de ensino do conteudo através desse material. Nesse
viés, o Parametros Curriculares Nacionais - PCN reconhece a ampla interferéncia do livro

adotado no ensino-aprendizagem de um conteldo:

O livro didatico € um material de forte influéncia na pratica de ensino brasileira. E
preciso que os professores estejam atentos a qualidade, a coeréncia e a eventuais
restricbes que apresentem em relagao aos objetivos educacionais propostos. Além
disso, é importante considerar que o livro didatico ndo deve ser o Unico material a ser
utilizado, pois a variedade de fontes de informacao é que contribuira para o aluno ter
uma visao ampla do conhecimento (Brasil, 1997, p. 67).

Desse modo, por meio da andlise de um livro didatico podemos inferir “a existéncia de
falhas na sua composicao, as vezes na forma de apresentacao do conteudo, nas atividades

propostas, no desenvolvimento dos conceitos no decorrer das paginas, ou ainda de
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inadequacao a realidade local, as praticas sociais do grupo escolar em questao” (ROSA et al.
2012, p.3).

A vista dos motivos apresentados, destacamos a importancia de tal andlise, e
reconhecemos, em nosso €aso, a existéncia de um extenso rol de compéndios da literatura
pertinente. Em relacdo a essa literatura podemos destacar no contexto nacional, Teneblat
(2008), Pires(2015), Do Carmo (2016), Araujo (2018), Neto (2014), e no contexto internacional,
Struik (2012), Willmore (2013), Montiel (2009), Palmas et al. (2005).

Assumimos interesse particular pelo livro de Teneblat, a escolha desse compéndio se
deve ao fato dessa obra tratar-se do livro-texto trabalhado em cursos introdutdrios de Geometria
Diferencial na graduacao de licenciaturas e bacharelados em Matematica.

Analise do livro “Introducao a Geometria Diferencial” de Teneblat

Devido a constituicao das teorias adotadas e discutidas nas se¢6es passadas, a analise
foi realizada na perspectiva de Alves (2011), realizando uma comparacao dos pré-requisitos
necessarios para um estudo do nosso objeto matematico, que se iniciam com elementos de
Calculo de Uma Variavel -CUV, e de elementos de Calculo de Varias Variaveis -CVV.

Ademais, ainda apresentaremos um olhar para as situagoes-problema de GD, proposta
pelos autores e a significacao/representacao dos conceitos matematicos envolvidos; se tais
obras exploram os conceitos do GD no espaco R3, com o intuito de proporcionar a evolugéo das
habilidades de percep¢éo e visualizagdo; se os autores relacionam as definicdes algébricas dos
conceitos de GD com as suas respectivas significacdes grafico-geométrica.

O livro “Introducao a Geometria Diferencial” de Teneblat, tem o objetivo “servir de como
livro texto paraum curso introdutdrio de Geometria Diferencial, em nivel de graduacao” (Prefacio
de Teneblat. Apresentando “a teoria local das curvas e superficies, no espaco euclidiano,
admitindo como pré-requisitos 0s cursos basicos de calculo diferencial e equacdes
diferenciais” (Prefacio de Teneblat).

O livro de Teneblat a obra é dividida em cinco capitulos, iniciando o estudo acerca de GD
recordando, no Capitulo 0, alguns pré-requisitos de algebra linear, calculo diferencial e calculo
vetorial de funcdes de uma ou mais variaveis necessarios para o entendimento dos conceitos
dessa area, como dependéncia linear, definicdes de funcdes lineares, funcoes diferenciaveis
etc.

Assim, a autora inicia o roteiro de descri¢cOes e formulacdes de definicdes, formulando

0s elementos basicos e preliminares de certas nogoes topoldgicas, dentre as quais destacamos:
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o espaco euclidiano de dimensao trés, R3, ou seja, o conjunto de termos ordenados de nimeros
reaisp = (x,y, z) para funcdes de uma variavel.

Em relacao a funcdes de varias variaveis, a autora define o espaco euclidiano de
dimensao n, R™, definindo paraisso o conceito de fungdes coordenadas. Segundo a autora, ao
tomarmos uma funcdo ou aplicacdo F de um subconjunto Ade R™ em R™, denotadopor F: A c

R™ — R™, paracadap € A, associa um unico ponto F(p) € R™.

Desse modo, tal funcdo (ou aplicagdo) pode ser representada por F(p) =
(F,(p),F,(p), ...,E,(p)), ao considerarmos p = (xy,..,%,), podemos reescrever a
representagdo  da  fungdo como:  F(xq, ..., xp) = (Fy(xy, o) Xn), oo, Fn (g, o, X))
Determinando que as fungdes F;: R® - R, i = 1,2, ..., m sdo as fungdes coordenadas de F
(Teneblat, 2008).

No entanto, Teneblat (2008, p.15) salienta que “embora o nosso interesse esteja apenas
nos casos em quen e m assumem os valores 1,2 ou 3, vamos enunciar 0S conceitos e
resultados basicos para o caso geral”.

Assim a autora segue nesse sentido topoldgico, discriminando a ideia de bola aberta em

R™ de centro p, € R™ e raio € > 0, como um conjunto denotado por B.(p,), dos pontos p €
R™ que distam de p,menos que & , denotando em simbologias por B.(p,) ={p €
R™; |p — po | < € }. Dessarte, Teneblat ainda precisa que um subconjunto A de R™ é dito
abertoem R™ se paratodo p € A existe uma bola aberta B.(p) c A. Ademais, explana-se como
subconjunto aberto de R™ que contém p, € R", como uma vizinhanca de p, € R™.
Outrossim, um subconjunto D de R"™ é dito fechado em R™ se o0 seu complemento, isto é R™ —
D, é aberto em R™. Além disso, a autora apresenta os conceitos de ponto de acumulagdo, um
conjunto compacto para introduzir os conceitos de limite e continuidade de uma funcéo de duas
ou mais variaveis.

Desse modo, atinamos elementos que se diferenciam do Calculo de uma Variavel-CUV,
devido ao aumento dimensional dos conceitos formulados, o que pode atuar como um elemento
de ruptura (Alves, 2011).

Por esse motivo, devemos dispor de uma certa cautela ao explicar esses tépicos de GD,
no entanto, na perspectiva de Teneblat (2008, p.1) , observamos a auséncia de tal cautela em
relacdo as mudancas topoldgicas , ja que segundo a autora foi “conveniente reunir neste

capitulo inicial as no¢des necessarias muito embora, admite-se que sdo do conhecimento do
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leitor”, recomendando que “a leitura do texto seja iniciada com o estudo de curvas planas, no

Capitulo 1, recordando os conceitos do Capitulo 0, a medida que se tornarem
necessarios”(Prefacio de Teneblat).

Em relacao ao conceito de limite, a autora define que o limite de uma funcao vetorial, de
forma analoga ao conceito de limite de uma fungao real, assim Teneblat estabelece que o limite
de a(t) é Lquando dado t se aproxima de t,, dado qualquer € > 0, existe § > Otalque,se0 <
|t — to] < &, entdo |a(t) — L| < €. Ou seja, se a(t) = (x(t),y(t),z(t)) e L = (13,15, 13),

entdo lim a(t) = L,seesodse, lim x(t) = [;, lim y(t) = 1, lim z(t) = l5. A autoraretoma
t—)to t—)to t—)to t—>t0

o conceito de limite de duas ou mais variaveis, apos a explanacao de outras operacées com a
funcao vetorial, precisando que o limite de uma funcao F de duas ou mais variaveis, dada por
F:A c R™ - R™, em que A trata-se de um conjunto aberto em R™, admite valor L quando
p € Atende a p, se dado qualquer € > 0, existe um § > 0, tal que, se 0 < |p — pol < 6,

entdo |F(p) — L| < €, denotando por thr{l F(p) = L.
)

Veja que a abordagem realizada por Teneblat, ndo menciona os elementos de transicao
desses conceitos, além de nao fazer indicativo ao leitor de nenhuma mudanca do espacgo
topoldgico, apesar do limite das funcdes apresentar diferencas em virtude da dimensao e/ou da
quantidade de variaveis.

Prosseguindo, acerca da abordagem dos conceitos de diferenciabilidade, encontramos
outros elementos, em que também devemos ter cautela, por se tratarem de elementos de
ruptura, pois as nocoes de diferenciabilidade de funcdes vetoriais de varias variaveis
apresentam um conceito singular, intitulado de derivada direcional, definida por Teneblat(2008)

como: umafungao F: A ¢ R™ - R", em que A é um conjunto aberto, fixadoump, € Aew

F(po+tw)—F(py)

um vetor ndo-nulo de R™, dada por : %irré .Comointuito, de apresentar tal ruptura,

produzimos no software Geogebra, uma representacao desse conceito geométrico.
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Figura 1-Representacao do conceito de derivada direcional

£2 Deivada Direcional - GeoGebra

- X
N N CISIPANIEIE SC Q=
= Cuva Parméica s E]o a2 8 Id @o AN E- T N
O 4 yoomieon

2=085° 087+ (0.88-2-0.85- 0.67 + 0.8
~ Funglo de Virias Variaves
efx,y) = 0.8 0.67 +2-0.85-0.87 (x~ 0.85) 4 is
flxy) =y

fxlny) = 2xy

fyfxy) = T ’
p,
~ CunaImpicita f

() b (y=2107x- 1930 - -769) : . F0 ot e

o C|oe O

~ Nimero - I3

m=165 : - Q

Fonte :Paiva(2019, p.58)

Na Figura 1, explorou-se o gréfico da fungdo f(x,y) = x2y, emvermelho, e a descrigao
da curva implicita que representa a funcao ,em amarelo, e a derivada dessa fungao em virtude
das coordenadas, fy(x,y) = 2xye f,(x,y) = x? , em direcdo ao vetor FP_(; resultando em
uma reta,na cor verde.

Destarte, o significado geométrico da derivada direcional de uma funcao de varias
variaveis diferencidvel, intuitivamente representa a taxa instantanea de variacao da funcao,
movendo-se através de um ponto x com uma velocidade especificada por um vetor em relacao
esse determinado ponto x. Generalizando assim, a no¢ao de derivada parcial, em que a taxa de
mudanca é tomada ao longo de uma curvaem um sistema de coordenadas curvilineo, com
todas as outras coordenadas sendo constantes.

Teneblat (2008, p. 20) realiza uma relacao entre esses dois conceitos de derivada,
difundindo para a base canénica {ey, ey, ...,e,} do espaco topoldgico R"™, “as derivadas
direcionais de F em p, nas direcoes de um vetor da base sao denominadas derivadas parciais de

Femp,”.

Figura 2 - Definicao que correlaciona os conceitos de derivada direcional e derivada parcial,
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proposto por Teneblat (2008)

Se Fxj.---.xy) = (Fi(xp,-+ .xn).- . Fa(x).--- .x,) ). entdo a derivada

G g JdF
parcial de /7 em pqg nadiregio de ¢; € denotada por ——(pg) ou F,(py) ¢

dx;
¢ igual a

Oy (2 2y
a.r,-‘pU) T\ dx; Po)sss dx; Po) ) :

Fonte: Teneblat (2008, p. 20)
A autora sucede , a nocao de derivada parcial para derivada de segunda ordem , se
oF . . - ~ OF
P (p) existe, paratodo p € A,um conjunto aberto, definindo a fungao P (p):A - R™que,
l l

. OF . . . . . .
paracadap € A, associa FP (p). De forma mais sucinta, a autora utiliza a seguinte simbologia:
i

o (0F 0%F
2 =5 =

dx; \9x; ax?
i(a_F) - _OF _
ax]' axl- - axjaxi - xixj

Entrevemos que a autora descreve de modo sucinto todos esses conceitos de
derivabilidade para que o aluno, possa compreender e distinguir o conceito de diferenciabilidade
de uma funcdo, um conceito crucial para o entendimento dos assuntos de GD.

Assim, dizemos que umafungdo F: A ¢ R"™ — R™édiferencidvelde F em p, se existe

uma aplicagdo linear de R™ em R™ , denotada por dFy,o: R™ — R™, tal que, para todo vetor

w € R, F(po +w) = F(po) + dFyo(w) + R(w) , onde lim (%) = 0, em que aplicagéo
—lo

dF,, € denominada aplicagao diferencial de F em py.
Afuncao F é dita diferencidvel se F é diferencidvel em p, paratodo p € A. Podendo

verificar que, se F é diferencidvel em p,, entdo, para todo vetor w € R", dF,,(w) =

. F -F - . « . —
thr{l M. Portanto, se “F é diferenciavelem p,, entdo a derivada direcionalde F em
—lo

po existe em qualquer direcao (Teneblat, 2008, p.21)”. Entretanto, a autora ressalta que a
reciproca nao é verdadeira, isto é, uma funcao pode ter todas as derivadas direcionais em um

ponto, sem ser diferenciavel no ponto.
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Dessa forma, assumimos por meio da analise do capitulo 0 livro de Teneblat(2008), que
0 conceito de derivada parcial em consonancia com o conceito de derivada direcional, atua
como um elemento de transicdo entre os conceitos de derivabilidade de varias variaveis,

abordado no curso de CVV, para o conceito de diferenciabilidade, abordado no curso de GD.

Figura 3 - Quadro sistematico-simbalico relativo a evolugao do conceito de derivabilidade
de CUV ao conceito de diferenciabilidade estudado no curso de GD.

I
i

F(p, # tw)=Flp,) rravsicho

b, o flxdax)=f(x) ransicho  yim — Fly. + tw) = F
f {'l;}= _!ILIPIIT = t dfﬂ(ﬂ'} = lim (pp r} (puzl

] f={A
. t=ty

I n (po) = (311 (Po)y wur n fpo])

Fonte: Paiva (2019, p.60)

Na Figura 3, divisamos as mudancas notacionais e acentuamos também, as altera¢cdes
operacionais e conceituais, exigidas em funcao da variacao do espaco topoldgico, que envolve
aconceituacaodo conceito de derivada, paraa compreensao da definicao de diferenciabilidade,
desde avariavel real até o tratamento aplicado em Geometria Diferencial.

Ainda nesse capitulo, a autora enumera algumas propriedades de diferenciabilidade,
introduzindo o conceito de difeomorfismo, quando uma funcao diferenciavel de classe C¥, que
possui uma inversa de também diferenciavel de classe Ck, denominando difeomorfismo de
classe C*. Concluindo o capitulo com o enunciado fundamental do calculo diferencial,
denominado teorema da funcgdo inversa. Tal teorema, toma F:A4 c R™ - R™ uma funcao
diferenciavel de classe C* e p, € Atal que dF,, € injetora. Entdo, existe uma vizinhanga U de
po contida em A, tal que F(U) é aberto em R" e a restricao de F a U é um difeomorfismo de
classe C¥, de U sobre F(U). Em relacdo a esse teorema a autora ndo fornece nenhuma
demonstracao e/ou significacdo geométrica, apenas o cita com a justificativa que ele sera
empregado posteriormente, tal fato possivelmente se atribui por se tratar de um teorema de
outro curso intitulado Andlise no R™.

Desta maneira, a autora conclui os contetdos basicos para o entendimento da teoria de
GD, incluindo alguns exercicios ao final do capitulo para que o aluno aplique esses
conhecimentos prévios. Entretanto, em tais exercicios divisamos um prevalecimento do carater

algoritmico dos conceitos trabalhados, nao realizando também nenhuma indicacao do seu

Revista Ensino em Debate (REDE), Fortaleza/CE, v. 3, 2024033, jan./dez., 2024
4 https://doi.org/10.21439/2965-6753.v3.62024033 |\{ 2965-6753

12


https://doi.org/10.21439/2965-6753.v3.e2024033

Ana Carla Pimentel Paiva; Francisco Régis Vieira Alves; Helena Maria de Barros Campos; Georgyana Gomes
Cidrao

contexto histdrico e/ou epistemoldgico.

Figura 4 - Exemplo de exercicios propostos por Teneblat(2008) no capitulo 0 (introdutdrio)

\

2.1 Exercicios

1. Considere as seguintes fungdes F : R? - R3
a)F(x,y)=(x, y,x+y)

b) F(x, y) = (x cosy, x seny, 2x)
F(x,y)=(x+y (x+y)? (x+y)3).

Em cada caso, verifique que F é diferencidavel e obtenha a matriz
jacobiana. Indique os pontos p € R? onde dF, ndo é injetora.

N /

Fonte: Teneblat (2008, p. 25)
No ponto seguinte, capitulo 1, a autora descreve o conceito de curva fornecendo-se as

coordenadas de seus pontos como fungdes de uma variavel real, identificamos exemplos
interessantes apresentados pela autora, ao apresentar tal conceito e demonstrar a distingao
entre curvas parametrizadas diferenciaveis e curvas parametrizadas nao diferenciaveis.

Figura 5- Exemplos de curvas apresentados por Teneblat(2008)

o(t) = (cost (2cos - 1), sent (2cost - 1)), 1€R,

¢ denominada cardigide ‘
arfl f ! A }

(

ndo & uma curva parametrizada diferencidvel (ver Figura 5), j4 que a fungfio

0 set <0,
n = I sen} set >0,

niio é diferencidvel de classe ™,

Fonte: Teneblat(2008,p.29, figura a esquerda, p. 3 figura a direita)
Além disso, evidenciamos na obra de Teneblat(2008) que a noc¢ao de vetor tangente foi
bem explorada por meio de registros algébrico e registro grafico em 2D, correlacionando o seu

significado geométrico ao conceito de derivada, como é apresentado na Figura 6.
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Figura 6 - Concatenacéao dos conceitos vetor tangente com o conceito de derivabilidade de
uma funcao de uma variavel.

A defini¢lio de vetor tangente coincide com a nogio inwitiva que temos de
um velor tangenlte a uma curva, isto €, um vetor cuja diregfio € a diregio limite
de cordas. determinadas por um ponto a@(r) e pontos préximos afir — h).
quando /i tende para zero. De fato. fixado ¢ € /. para h£ 0 talque r+h €],

e+ ) —elr)
I

2 e 1 .
que é o vetorde o(r) a «(++ /) multiplicado pelo escalar 7 ( ver Figura
7). Observamos que
alr+h)—
Iim .LM
=01 It
¢é exatamente a definigdo da derivada da fungiio « em t.

Figura 7

Fonte: Teneblat(2008, p.33)

Em contrapartida, ndo observamos a exibicdo desse conceito geométrico, vetor
tangente, nas curvas apresentadas, se limitando apenas a manipulagao algébrica nos exemplos
fornecidos. Provocando uma dissociacdo do significado geométrico de vetor tangente ao
conceito algébrico nas curvas. Outra importante definicao fornecida, decorrente do conceito
anterior, € intitulada vetor normal, que é imprescindivel para a formulacao de outros conceitos
correlacionados a curvas planas, entre eles os conceitos: curvatura, Teorema Fundamental das
Curvas e Formulas de Frenet.

A autora define a curvatura k(s) como um fator de proporcionalidade que correlaciona
os vetores normal e tangente, de modo mais sucinto, Teneblat (2008, p.43) desenvolve por meio
de deducdes algébricas para curvas parametrizadas pelo comprimento do arco - ppca (em que

o comprimento do arco indepentende do pardmetro é unitario), que a curvatura é dada por:

{t’(s) = k(s)n(s)
n'(s) = —k(s)t(s)’

Ademais, a autora ainda correlaciona o significado desse conceito ao seu valor,

determinando que se k(s,) > 0 temos que n(s,) tem o mesmo sentido de a’'(s;), ou seja, a
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derivada no vetor tangente no ponto s,, do mesmo modo, se k(sy) < 0 entdo a’'(sy) e n(sy)

tém sentido opostos, a seguirvemos ailustracao de tal fendmeno pela autora, por meio da Figura

7.

Figura 7- Significacao grafico-geométrica do sinal da curvatura em curvas planas

b
e

pommm————

t (s0)

l‘:
e

A n{s)
Fonte: Teneblat(2008, p.44)

[
t(sp) f H(?/

) i
“ﬂ'fs o) s

Posteriormente, a autora estende o conceito curvatura para curvas que nao se
enquadrem na definicdo anteriormente citada. Contudo, na Figura 8, podemos observar que

apesar da autora fornecer o significado geométrico dos conceitos anteriores ao defini-los, nao

k{sg)¢0 X k(sg)>0 x

verifica-se aplicacdo desses conceitos e a suas respectivas visualizacdes nos exemplos, o0 que

poderia amparar na aquisi¢ao de conceitos.
Figura 8 - Exemplificacao de aplicacao dos conceitos de vetores tangente, normal e da

funcao curvatura propostos por Teneblat

-

.

a) Seja «(s) uma curva parametrizada pelo comprimento de are ¢
o
trago ¢ uma reta. Entdo a curvatura & identicamente nula. De fatg, seja !

[){(5} = (ﬂj‘-{—,\‘o. by +_\'0). L= Jr..

onde a e b sio constantes e a”+b* = 1. Como 1{s) = o(s) € constay,

temos gue (s) =0 e portanto &(s) =0, ¥s€ /.
b) Consideremos a curva

afs) = (a—.l—b cosg, c+ b scng)._ seER, b0,
cujo trago € uma circunferéncia de centro {4, ¢) eraio b. Neste caso
5
t(s)] = [—sen—, cos
(s) ( b’ b)

nis) = (—cosg,-—senb)

Logo

k(5)= {I {s), u{s)) =3

/
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Finalizaremos a analise desse capitulo, estabelecendo que a autora aborda a teoria local
das curvas planas associando as férmulas de Frenet, obtidas considerando um “diedro
ortonormal associado naturalmente a uma curva plana” (Teneblat, 2008, p.61).

No capitulo seguinte, a autora desenvolve um estudo analogo, considerando um triedro
ortonormal associado a uma curva regular de R3. Desse modo, a autora dedica-se ao estudo de
curvas espaciais de dimensao trés, introduzindo de modo analogo a muitos conceitos basilares
de curvas planas. Segundo a autora “as noc¢des de vetor tangente, curva regular e mudancga de
parametro para curvas nao sao motivadas pelas mesmas consideragdes ja vistas para curvas
planas, portanto, serao introduzidas sem muitos comentarios” (TENEBLAT,2008, p.57).

O conceito curvatura é definido pela autora como “a velocidade com que as retas
tangentes mudam de dire¢ao” (Teneblat ,2008, p.61), sendo obtido em uma curva a(t) ppca
algebricamente como a norma do vetor a'’(s), apesar de ser uma significagdo geométrica para
curvatura em curvas de dimensao trés, nao observamos uma exemplificacao visual de tal
interpretacao. Além disso, a autora ndo relaciona o conceito para curvas espaciais com o
conceito em curvas planas, podendo ocasionar uma distincdo do significado
algébrico/geométrico do conceito dependendo do espaco vetorial trabalhado.

Em relacdo ao vetor normal de curvas espaciais ppca com k(s) > 0, a autora o define
como o quociente a''(s) e a curvatura, para posteriormente, correlaciona-lo através do vetor
tangente. Nesses viés, evidenciamos que a nocao de vetor tangente nao foi bem explorada por
meio de registros algébrico e registro graficoem 3D .

Ademais, a autora indica a existéncia de um outro vetor em R3, intitulado vetor binormal
(b(s)), determinando o como produto vetorial entre os vetores tangente e normal a um ponto de
uma curva a(t). Segundo Teneblat (2008) a tripla de vetores (tangente, normal e binormal)
determinam um referencial ortonormal, intitulado Triedro de Frenet.

Teneblat (2008) ainda explana acerca dos planos formados por cada par de vetores
desse referencial ortonomal, determinando que o plano que contém a(s) e é normal ao vetor
t(s) é o Plano Normal a curva, o plano que contém a(s) e é normal a b(s) € denominado Plano
Osculador, e por fim, o plano que contém a(s) e é normal a n(s) trata-se do Plano Retificante,

na Figura 9, podemos vé uma representacao desses planos produzidas pela a autora.
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Figura 9- Representacao dos planos gerados pelos vetor normal,tangete e binormal.

| prlano osculador
t(s) '\1

4

Fonte : Teneblat(2008, p.63).

Outro importante conceito explanado em curvas nessa dimensao, trata-se da torgao
7(s) de uma curva, estabelecido como uma constante de proporcionalidade entre os vetores
b(s)" en(s).Teneblat (2008, p.65) indica que o médulo do vetor tor¢ao “mede a velocidade com
que o plano osculador varia”. Contudo, apesar da autora fornecer uma significacdo geométrica
para o conceito torcao em curvas de dimensao trés, ndo observamos uma exemplificagao visual
de talinterpretacao, de modo afim ao acontecido no conceito curvatura em dimensao trés.

Em contrapartida, a autora explana propriedades decorrentes do sinal da constante
torcao, por meio de representagcdes candnicas das curvas. A titulo de exemplo, se a torcao
o(sp) < 0, entdo para todo s suficientemente proximo de s, a curva a(s) pertence ao semi-
espaco determinado pelo plano osculador, que contém —b(s,), tal representacdo dessa

propriedade pode ser observada na Figura 10.

Figura 10- Exemplificacdo de uma propriedade decorrente da o(sy) < 0
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Fonte: Teneblat(2008, p. 80)

Outro importante conceito apresentado nesse capitulo, sdo as formulas do triedro de
Frenet, que correlacionam os vetores tangente, normal, e binormal por meio dos conceitos
torcao e curvatura, obtidas por meio de métodos de derivabilidade, as aplicacdes de tais
férmulas, se sucedem como caracteriza¢ao de curvas (determinando se a curva é plana, se
trata-se de uma circunferéncia, hélice, etc).

Desse modo, ao final do capitulo ndo verificamos a existéncia de significacao geométrica
do Triedro de Frenet nem de suas respectivas férmulas, a seguir na Figura 11, apresentamos uma
exemplificacdo de exercicios trabalhados nesse capitulo, em que evidenciamos um

prevalecimento do carater algoritmico.

Figura 11- Exemplificacao de questdes com a abordagem dos conceitos relacionados ao

Triedro de Frenet
1. Considere as seguintes curvas regulares:

a) a(t) = (4 cost,5—5 sent, —3 cost), t € R,
b) B(¢) =(1—cost, sent, t),t €R,
c) v(t) = (¢, e, V21), tR.

Reparametrize essas curvas por comprimento de arco, obtenha o triedro
de Frenet, a curvatura e a tor¢do de cada curva.

2. Calcule a curvatura e a torgao das seguintes curvas:
a) a(t) = (¢, 2, £),
b) B(t) = (cost, sent, &'),
c) y(t) = (¢, cosht, senh?).

Fonte : Teneblat(2008, p. 69)

No capitulo 3, “tendo em vista o carater introdutdrio do curso, o estudo das superficies é
desenvolvido para superficies parametrizadas regulares” (Prefacio de TENEBLAT,2008). Estas
superficies apresentam-se como uma extensao do conceito de curva parametrizada regular.
Assim a teoria de superficies € desenvolvida por meio de derivadas parciais, considerando os
vetores X,,, X,,, N associados a uma superficie X (u, v), em que estes vetores X, X,,, N formam
uma base de R3 que, de modo geral, nao é ortonormal.

Apesar da autora, nao realizar indicacao do seu contexto histérico/epistemoldégico do

conceito superficies, ao final desse capitulo, € introduzido algumas aplicacdes da computacao
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grafica por meio do programa “ACOGEQO”(Apoio Computacional a Geometria Diferencial) com

o intuito de visualizar tanto curvas e superficies no espac¢o euclidiano como 0s principais
resultados da geometria diferencial apresentados no livro.

O programa “ACOGEO” foi desenvolvido pelo Departamento de Matematica da
Universidade de Brasilia, possui algumas expressdes de curvas e superficies, que podem ser
rotacionadas sobre o0s eixos da tela, transladar e centralizar o ponto de observacao. A exibicao
das visualizacGes proporcionadas por esse programa, sdo apresentadas na Figura 12, a seguir

Figura 12 - Superficie 1 (Hipérbole de duas folhas); Superficie 2 (Chapéu de Sherlok);
Superficie 3 (Bitoro)

Fonte : http://www.mat.unb.br/~keti/ - Programa ACOGEO

Apesar do programa ainda permitir ao usuario plotar superficies, definindo os intervalos
de variagao, expressado na Figura 13, o software possui algumas limitagdes, pois nao
proporciona recursos para a realizacao de um estudo dos conceitos matematicos relacionados
a superficies, explanacao de propriedades e teoremas.

Figura 13 - Comandos para plotar superficies no programa ACOGEO

Superficie implicitamente definida

Digite uma fungiodex. vez:

Fix v zl=| =0
Domikio da fungdo:
¥ min; |-'| W mir: |-'| z mir: |-1 Limpa
) ) ) Delta: |0.4
 ma: |1 P maK |1 2 ma: |‘I

Fonte : http://www.mat.unb.br/~keti/ - Programa ACOGEO
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Por fim, no capitulo IV, é incluido um método alternativo de apresentar a teoria das
superficies, intitulado Método do Triedro M6vel, que consiste em escolher adequadamente, para
cada ponto da superficie, uma base ortonormal e, (u, v), e, (u, v), e;(u, v) de R3 de tal forma
que os vetores eq, e, sejam tangentes a superficie. Desse modo, a autora proporciona, por meio
de outras definicbes matematicas, um outro entendimento matematico, embora menos
intuitivo, relacionado a superficies.

Por meio da analise do livro-texto de Geometria Diferencial de Teneblat, inferimos a
auséncia da concepcao histérica dos conceitos e da previsao das possiveis concepcdes dos
alunos, bem como a identificacdo de obstaculos epistemoldgicos, o que revela algumas
guestdes fundamentais sobre o ensino da Geometria Diferencial.

Em relagao a auséncia de um contexto histdrico, defende-se que a contextualizagdo
histérica dos conceitos pode auxiliar os alunos na compreensao e na evolucao das ideias
matematicas das descobertas ao longo do tempo. Isso faz com que os conceitos de Geometria
Diferencial sejam vistos como parte de uma narrativa maior, facilitando uma conexao mais
profunda com o material.

Além dessas questOes, a énfase excessiva no carater algoritmico e na nocao de
existéncia matematica de modo automatico, além de desconsiderar os aspectos topoldgicos
locais e a visualizacao grafico-geométrica, pode ter impactos significativos na compreensao e
no aprendizado dos alunos.

Pois, embora a habilidade de realizar calculos algoritmicos seja essencial, é igualmente
importante que os alunos desenvolvam uma compreensao intuitiva e grafica dos conceitos, para

uma compreensao dos conceitos de GD.

Conclusao

A analise do livro-texto de Teneblat foirealizada através das analises prévias da ED, com
0 intuito de se obter uma melhor compreensao acerca da transmissao de saberes da area de
Geometria Diferencial no [6cus académico. Ao compreender como 0s alunos percebem e
interpretam os conceitos de Geometria Diferencial, os professores podem adaptar suas
explicacoes, exemplos e métodos de ensino para abordar mal-entendidos comuns e reforcar a
compreensao correta. Isso torna o ensino mais eficaz e acessivel, pois parte do conhecimento

pré-existente dos alunos.

Revista Ensino em Debate (REDE), Fortaleza/CE, v. 3, 2024033, jan./dez., 2024
d ') https://doi.org/10.21439/2965-6753.v3.2024033 |\ 2965-6753

20


https://doi.org/10.21439/2965-6753.v3.e2024033

Ana Carla Pimentel Paiva; Francisco Régis Vieira Alves; Helena Maria de Barros Campos; Georgyana Gomes
Cidrao

Em relacdo ao ensino de GD, foi discutido as dificuldades em entender propriedades
intrinsecas versus extrinsecas das superficies ou a natureza abstrata dos conceitos topoldgicos.
Naobraanalisada, apresenta-se o desenvolvimento de uma pratica que auxiliem acompreensao
de conceitos, o desenvolvimento da ferramenta ACOGEOQ, o que indica o inicio de uma pequena
mudanca no [6cus académico acerca do ensino da tematica, a existéncia de uma preocupacgao
no modo de transmissao do saber de GD para o aluno.

A compreensao de conceitos como espacos topologicos, homeomorfismos e a
classificacao de superficies pode ser particularmente desafiador devido ao seu alto grau de
abstracao e a necessidade de pensar além das no¢des geométricas tradicionais.

Essas dificuldades sdo exacerbadas pela necessidade de visualizar e manipular
mentalmente objetos em espacos de dimensdes superiores, o que nao é intuitivo para muitos
estudantes. A falta de recursos visuais ou de ferramentas tecnoldgicas que permitam uma
exploracao mais concreta dessas ideias pode tornar o aprendizado ainda mais desafiador.

Para superar esses desafios, é essencial que os métodos de ensino da GD incluam o uso
de representacgdes visuais, ferramentas de software que permitam a manipulagao de superficies
e objetos topoldgicos, e uma abordagem pedagdgica que va além da mera exposi¢cao tedrica,
incentivando uma compreensdo mais intuitiva e interativa dos conceitos. Dessa forma, os
alunos podem desenvolver uma compreensao mais solida tanto das propriedades intrinsecas
quanto das extrinsecas das superficies, bem como da rica estrutura dos conceitos topoldgicos.

Ao integrar essas praticas, os alunos desenvolvem uma compreensao mais holistica e
flexivel da disciplina, o que os capacita a resolver problemas complexos e explorar novas areas
de aplicacao.

Portanto é fundamental discutir o desenvolvimento dessas praticas pedagdgicas e como
elas auxiliam os alunos na aplicabilidade dos conceitos de maneira criativa e eficaz em diversos

contextos.
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